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YBOI

,Jenoma cmeapu nocmoju Yy ymy
Koju ux nocmampa.”’

Hejeud Xjym

Bapjbeme reoMeTpujoM YIPKOC YUIHEHWIN JIa U3UCKYje OTPOMHY KOJUYUHY CTP-
IJbeHha, OTBapa jeJlaH HeBepOBaTaH, MOTIYHO JAPYTaddju IOTJIe] Ha CBET, KOJH HAC
yBepaBa, Ja JIeIIOTa 3ahCTa JIEKH Y OUYUMa [OCMATpada.

Kopucrehn ujeje umeepausne zeomempuje, rpane Koja HECYMIbMBO HaJla3W CBOje
MecTo y chepaMa MHTepecoBama MHOTHX MaTreMarudapa o camor Hacrtanka 1831.
roamHe Kaga MaTemarndap Magnus' yBoaw mojam mHBepsmje, JOCTHZKEMO HajBUIIH
HUBO AalCTpakKIyje W eJleraHInje, IMTO MOYKEMO OCETUTH Ha MPOOJIeMUMa IMOCTa-
BJBEHHM JOII V aHTHYKO 106a monyT Anoaonujesur npobaema o dodupy kpyzosa,
IJie KOHCTPYKIUje UHCIUPUCAHE HJIe]aMa, UHBEPIUBHE 2€0MeEMPUJe CBOJOM JIEIIOTOM
u jeanocraBHolrhy Oanajy y ceny g0 Taja nosnare Eykiaujicke uieje.

Nneja oBor paja je jga Kpo3 HecTaHIAPAAH MPUCTYI WHBEP3UjU MPEJICTaB/beH Ha
CaMOM MOYeTKY JAPYror TOIJIaB/ha MPUKAXKEMO CerMEHTe UHBEP3UBHE 2E0MEMpUuje
KOjH, Ha YKaJIOCT, JOII YBeK He HaJla3e MeCTO y CPEeIFHONIKOJICKO] JUTEPATYPH.

Cmarpajyhu nosnarom kiacuuny nedbununujy nusepsuje [10, crp. 181-182], kao
U IeHa OCHOBHA CBOJCTBA, OBO Ipec/jMKaBame jnedunuiieMo Ha LyKIMiackoj paBHI
POITUPEHO] UJeaAHOM TAYKOM y OECKOHAYHOCTH.

LL. J. Magnus (1790-1861) je 6uo Hemadku MaTeMaTHuIap.



2 Yeod

KpykHaE mpamMeHOBH, YITPKOC YWH-€HUIN Ja He MPeICTaB/hajy MMPBY acolMjaln)y Kajaa
je ped o umeepsuju, Cyaeayjy Kao TaBHe Kapuke y OPOJHEM KOHCTPYKIHjaMa Koje
Ce 3aCHUBAjy Ha HUjejaMa UHBEepP3USHe 2eomempuje, CTora uM je nocsehena maxkma y
Tpehem moryiaB/by OBOTI paJia.

ITocebHa mazkma y 0BOM paJy je mocBelieHa 4ecTO HEpaBeJTHO 3aIl0CTAB/HEHOM Ce-
IMEHTY WHBED3WBHE I'eOMeTpHje y UHjeM ce CPeJHUNITY Haja3e HHBEP3UBHH KpY-
rosu, unju opurnuasan Hazus (enrna. Circles of antisimilitude) 3Byun 3amcra 3a-
crpantyjyhe.

KpykHu TpaMeHOBHM POXKAMAJY UJIE]je UHBEP3USHE 2e0MEMPUJE HA KOJUMA, Ce 3aCHU-
Bajy eJIeraHTHe KOHCTPYKIIHje HHBEP3UBHUX KPYIOBa KOje Cy IpUKa3aHe y 9eTBPTOM
HOTJIABJBY OBOT' Pajia, JOK OKOCHHILY HETOr IOIJIAB/ba, yV KOjeM Cy IpeJICTaB/beHe
IbUXOBE HEBepOBAaTHE NMpUMeHe, YHHEe YIIPABO WHBEP3UBHH KPYTOBH.
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Pednekcuja y ogHocy Ha KpYyT.
lluBep3uBHa paBaH

Hedbunumuja 2.0.1. Caurxa mauke P npu unsepsuju y 00Hocy HG Kpye w npeod-
cMas.ma Opy2u npecer 08GJY KPY208a4, YNPABHUT HA KpYyay w Koju cadpace mauky P,
Y cAyuajy kada 06a mauka we npunada kpyey w. ¥ cynpommom, cauka mayke P
NPU UHBEP3UJU Y 00HOCY HG KPYe W je Cama Ma Mauka.

[Iperxonna nedpunnmja NpeacTaBba uK6EP3uUSHY dedunuylujy NTHBEP3Hje, IPN YeMy
olpaB/aBa HA3UB pedrexcuja Yy 00HOCY Ha KPYe KOjU ce HEPEeTKO KOPHCTH Kaja je
ped 0 WHBEP3UjH.

Kako ciuka tauke P npu pediekcuju y oJHOCY Ha ITPOM3BOJHHY IpPABY p Ipe/i-
cTaB/ba JIPYIU IpeceK JIBajy KPyroBa YVIPaBHHUX Ha MPaBOj p KOJH CAJApzKe TaUKy
P, nocroju anasioruja usmehy pedJiekcuje y 0J[HOCY Ha HpaBy M WUHBEP3Hje, CTOra
MOZKEMO ITPONTUPUTH JeDUHHUIN]Y KPyTra mocMarpajyhn mpaBy Kao 2paHu4HU CAYYaG],
Kpyr OECKOHAYHOT PaJIUjyca.

3a KpyT JAedUHUCAH Ha OBAj] HAUWH KayKeMO Jla ce MHBEP3UjOM MpecauKaBa Ha KPYT.
[Ipomupyjyvhu Eykauacky paBan gponajyhu joj udeasny Tauky y 6€CKOHAYHOCTH CMa-
TPaMoO Jla yIpaBO Ta TadKa 1IPEJICTaB/ba 3aJeJIHUYKY Ta4Ky CBHUX IIPaBUX, TO JeCT,
KpPyroBa OECKOHAYHOI pa/injyca.

JIBa Kpyra Koju UMajy 3aje/IHMIKy TauKy P ce wjiu JOAUpyjy y TOj TAYKHU, WA TaIKa
P mpencraBiba jeiHY 01 ABe]y MpecevyHUX TadaKa THX KPYTOBa.

JIBe mapaJiesiHe IpaBe IpeacTaB/bajy KPyTroBe OeCKOHATHOT PAJIAjyca KOju ce T0AUPY]y
y Tauku P, udeannoj Tauku y 0ECKOHATHOCTH.



4 Pegaexcuja y odnocy na xpye. Uneepsusra pasan

EykauacKy paBaH HpOIIUPEHY U0eaaHoM TAIKOM y OCKOHATHOCTH HA3HBAMO UH-
sep3usHoM (KoHpopmHOM) DABHH.

CpenuinTe wHBEp3Hje y OJHOCY Ha KPYT W Ce MPU WHBEP3WJjU y OJHOCY HA UCTU
KpYyT HpecJnKaBa y Tauky P.,, udeaary TauKy y O€CKOHAYHOCTH, IPU UMY TadKa,
P, v cknamy ca ungep3ushom deunuyujom AHBEP3Uje MPeIcTaB/ba APYTH IPeceK
IpaBUX KOje caJipzKe CPeJUINTe MocMaTpaHe HHBEP3Hje, TO jecT, APYTH MpeceK KPy-
ropa 6€CKOHAYHOT pajujyca yIpaBHUX HA KPYr'y WHBED3Hje KOjU CaIPIKe CPETUIITe
UCTOT.

NuBepsuja nedunucana Ha UHBEP3UBHO] PABHHU je OUJeKMUBHO NPECAUKACAIbE.

Teopema 2.1. UuBep3ujom ce yIJIOBH TpeCc/JWKaBajy y mUMa TMOAyIapHEe YTJIOBE
[9, cTp. 230-231].

ITocnemumia 2.1. YupaBHZU KPYTOBU Ce WHBEP3WjOM MpeCANKaBajy Ha yIpaBHE
KPYTOBe.

Kopucrehn unsepsusny dedpunuyujy wHBEp3Uje, MOKAKAMO Ja ce map mMehycoOHO
nHBep3HUX Tavaka K u L y ogHOCY HA KPYT [4, IPH pedIeKCHju y OJHOCY Ha ITPOU3BO-
JbaH KPYT W, NpecjrKaBa y nap MeljycobHO HHBEP3HUX Tadyaka y OIHOCY Ha KpyT i,
IpH YeMy je p’ cimKa Kpyra (i IPU WHBEP3UjU Y OJHOCY Ha KPYT W.

[TocmaTpajmo npBo caydaj Kajia Hu jejgHa o Tadaka K u L Huje cpeguiinTe Kpyra w.
Ha ocuoBy umnsepsusne dedunuyuje nusepsuje, Tauka L mpegcraB/ba IPYTU MPECEK
Kpyrosa k u [, upu 4eMmy KpyroBu k u [ IpejcTaB/bajy KPYroBe yIpaBHe Ha KPYTy
i Koju cagpzxe Tadky K (cauka 2.1.1).

Ciauka 2.1.1 Cauxka 2.1.2



Pegaexcuja y odnocy na xpye. Hneepsusna pasan 5)

Kako cy kpyrosu k u [ ynpaBHu Ha Kpyry j, TO ¢y Kpyrosu k' u ', muxoBe oiro-
Bapajyhe cimke npu WHBEP3HjH y OJHOCY Ha KPyr w, ynpasau Ha Kpyry u'. Crora,
kKopucrehn unmenuny na cy rauke K’ u L', penom, ciauke tadaka K u L npu uH-
BEP3HjU Y OJHOCY Ha Kpyr w, npecenu kpyrosa k' u [’ 3ak/byuyjemo na tauka K’
IpeJIcTaB/ba CIUKY Tauke L' nipu peduiekcuju y ogrocy Ha kpyr g (cauka 2.1.2).

Hanomena: Kpyr p ce npu mnBep3uju y OfHOCY HA KPYyI' W MPECJIHKaBa Ha KPYyr
aKO CpeJINIITe MocMaTpaHe WHBEP3Uje He MPHUIaia TOM KPyTy.

Y cympoTHOM je CJIMKa Kpyra ji MU WHBEP3UjU Y OJHOCY Ha KPYT w IIpaBa, CTOra
rauka K’ mpeacrabiba CIUKy Tauke L' mpu pedekcuju y ogHOCY Ha npasy .

Ha ocnoBy 1perxojiHOr 3aK/by4yjeMo:

Hneepsauja y odnocy wa kpye w mpanchopmuuie pedaexcuiy y o0Hocy Ha Kpye (L y
pedaekcuiy y oonocy wa kpye p ako cpeduwime nocmampare uHeepsuje He npunada

KpY2Y fi.

Hneepsuja y odnocy wa wpye w mpanchopmuuie pedaexcujy y oonocy wa kpye Ly
pedaercuiy y odnocy na npasy | axo kpye [ cadpacu cpeduwme noCMampaHe uH-
gepauje.

Hanomena: Cpemumire Kpyra p ce npu pedieKCUju ¥y OJHOCY Ha KPYT W He IIpe-
CJIMKABA, Y CPEIUINTe Kpyra [,

Kako Ttauka P,, mpeacTaB/ba CIUKY CPEIUIITA KPyra f npu pedIeKCHju y OTHOCY
Ha MCTH KpyTr, TO Tadyka O, cpeiuinre Kpyra w, IpejgcraB/ba cauky Tadke M’ upu
pediekcuju y oaHOCY Ha Kpyr 4, mpu yemy je tauka M’ ciamka cpeauriTa Kpyra
i mpu pedyiekcHju y ojHocy Ha KpyTr w. Crora, 3aKk/bydyjeMo Ja CJIHKa CPEIUIITa
Kpyra g npu pedIeKcuju y OJHOCY Ha KPYT w HEje CpeamiTe Kpyra .

[MTocmaTpajmo cayuaj kajga Tauka K oaroBapa tauku O, CpeJUINTY Kpyra w (CIUKa
2.2.1).

Kako je P, canka Tauke K mpu WHBEP3UjU Y OXHOCY HA KPYT w, TO je yIpaBo ude-
aAMa Tadka y OECKOHAYHOCTH CJUKa Tauke L' npu pediekcuju y ogHocy Ha Kpyr i,
cTora 3akJpydyjeMo Ja je tauka L' cpemumite kpyra p (cauka 2.2.2).



Pegpaercuja y odnocy na kpye. HUneepsusna pasan

Ciauka 2.2.1 Cauka 2.2.2

JpyruMm pedmma, ako Taduka L IIpeacTaB/ba CAUKY CPEIMINTa KPyTra w IpH ped.ie-

KCUjU y OIHOCY Ha KpyT f, Taja Tadka L', ciunka tauke L npu MHBEP3UjU Y OJHOCY
Ha KPYT W, [IPeJICTaB/ba CPEUINTe KpyTra (i .

Y macrtaBky pajia hemo yBecTu nojaM KpyscHUT NPamMeH0sa.
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Kpy>kHu npamMeHOBHU

Hedbunumuja 3.0.1. Kpyoicnu npamer je CKyll CBUX KPYTOBa jeJHe PABHHU OJI KO-
juX cBaka JBa MMajy 3a PAaJAUKAJIHY OCY HCTY MPaBy S, KOjy HA3WBAMO OCOM TOTA
nPaMena.

W3 nperxonne neduHUNUje HENOCPETHO CJAEIU A /IBA PA3JHINTa HEKOHIEHTPUIHA
Kpyra k u [ jeqnoznadno oapehyjy KpyzxKuu npamen K, Ipu 4eMy KPYzKHH IIpaMeH
K takohe Mozke OMTH jeJHO3HAYHO Oapel)eH MpOM3BOLHUM KPYTOM Kk M HMPaBOM S,
koja he mpesacraBmparu ocy npamena K.

Heka cy k u | nBa paznuuanra Kpyra koju oapeDhyjy kpyxuu mpamven K. Ha ocHoBy
nedWHUINja KPYZKHOT MpaMeHa U paJuKaaHe oce JBajy KPYroBa 3aKbydyjeMo ma he
cBakm Kpyr npamena K cagaprkatu Tadke O u P YKOJHUKO ce k 1 [ ceKy y OBUM JBeMa
taukama. CiamdHo, yKoJuKO ce k u | pomupyjy vy tauku O, tama he ce cBaka aBa
Kpyra npamena K gomupusaru y tauku O, 10K he y mpeocrasom ciaydajy (ciydaj
KaJa cy k u | AMCjyHKTHH) cBaka JBa KpyTra IpaMeHa OMTH JIHC]yHKTHA.

360r Tora pa3IMKyjeMo TPU BPCTE KPYKHUX NMPAMEHOBA: IPAMEH HA3UBAMO Tunep-
boauvkuM aKO Cy CBaKa JiBa Kpyra mpaMeHa JIMCJVHKTHA, aKO Cce CBaKa JiBa Kpyra
npaMeHa JIONUPY]Y Y UCTO] TAYKW, MPaMeH HAa3WBAMO NapadoAuMKuM, TOK eAun-
MUYKUM NPMEHOM HAZUBAMO MPAMEH YUjU Ce KPYTOBU CEKY y JBEMA Pa3JIMIUTUM
TAIKAMA.

9|

Xunepboiky mpamMmen ITapaboawuky nmpamen Emuntuaku npaMen

Cauka 3.1: KpyxXHu npaMeHOBH



8 Kpyorcnu npamenosu

JacHo je Jia cy cpeauliTa KpyroBa KOju IPHUIAJA]y UCTOM KPYZKHOM IHpaMeHy KO-
JMHeapHe Tadke Koje MPUIa/1ajy IpaBoj Koja je yrrpaBHa HA OCH TOT MpaMeHa.

Y HacTaBKy paja heMo yBeCcTH IMojaM YnpasHUL npamMeHo6a Kpy206a, CTOTa, TOKaKAMO
cienehe ase jeMe.

Jlema 3.1. Hexa je k xpye ynpasan Ha jedrom 00 kpyeoea ki u ko, uuje cpeduwme
npunada padurasro] ocu osux deajy kpyeosa. Tada je kpye k ynpasar u na dpyzom

Kkpyey.

Jokas: be3 ymamema OIIITOCTH, IOCMATPAjMO CIydaj Kaja je Kpyr k ylnpaBaH Ha
Kpyry kq. JacHo je jia y oBOM cJiydajy KBaJIpaT IMOJYIIPEeYHHKa Kpyra k peacTaB/ba
HNOTEHIIA]Y CPEJUIITa UCTOT Kpyra y ojnocy Ha Kpyr ki. Kako cpeaumire kpyra k,
tauka (), mpunajia paJuKaaHOj OcU KpyroBa ki m ke, TO je moTeHmnuja tauke O y
OJIHOCY Ha KpYT ko jeJHaKa MOTEHIHJU UCTE TadKe y OIHOCY Ha KPYyT ki, HA OCHOBY
qera 3aK/bydyjeMo Ja je Kpyr k ynpaBaH u Ha Kpyry ks, mTo je Tpedasio jpokasaru. [

Jlema 3.2. Heka je k xpye ynpasar 1a kpyeosuma ki u ko. Tada cpeduwme kpyea
k npunada padurannoj ocu kpyzosa ki u k.

Jloxaz: Kako je kpyr k ynpaBan Ha KpyroBuma ki u ks, TO je jaCHO ja KBajpar
MOJIYIIPEYHNKa HCTOT KPyra IpeacTaB/ba noreHnnjy Tauke O y ogHOCY Ha KpyT ki,
OJTHOCHO IIOTEHIIN]Yy UCTe TAYKe Y OMHOCY HA KPYT ko, IIpH deMy je Tauka O cpeamInTe
KpyTa k, Ha OCHOBY Uera 3aK/bydyjeMO JIa CPeIMINTe Kpyra k MpHIaga paJuKaaHoj
ocu Kpyrosa ki u ks, mTo je Tpebasio mokazaru. [

ITocnemuma 3.2. Kpyr k yunpasan na kpyrosuma ki u ko je ympaBaH Ha CBAKOM
Kpyry npamena K oapehenor kpyrosuma ki n ks.

Baucra, KaKko cpeJuIITe Kpyra k nmpunajia paJuKaJJaHoj ocu Kpyrosa ki u kg, OJTHOCHO
OCH KPYZKHOT npaMeHa /C, Ha OCHOBY TBphema Jeme 3.1. 3aK/bydyjeMo na je Kpyr k
yIpaBaH Ha CBAKOM KPyry mnpamena K.

Hanomena: Kako kBa/ipaT nmojiynpedynuka Kpyra k oJiroBapa moTeHIUjU CPEIAIITA
HUCTOT Kpyra Yy OJHOCY Ha CBaKW OJ] Kpyrosa k; u ko ynpaBHuUX Ha Kpyry k, 3a-
KJbYUdyjeMO JIa ce CpeJIuINTe Kpyra k He MOyKe HAJA3UTH Ha CeTMEHTY PaJIUKATHE Oce
KpyToBa ki M ko opeheHOT TpeceduHuM TadyKaMa OBUX IBAjy KPYroBa aKo KPYTOBH
ki u ky upunaajy eJIMnTHYKOM KPY2KHOM IIPAMEHY, OJHOCHO, HE MOYKE KOWHIIU/U-
paTu JOAMPHOj TAYKHU TUX JIBajy KPYyroBa y CJaydajy Kaja Kpyrosu ki u ks ogapebhyjy
napabo/IMIKN KPYXKHU TTPAMEH.

Teopema 3.1. Hexa cy K u K/, pedom, kpyscru npamernosu odpebenu kpyzosuma
ki1 u ko, odnocno, kY u ky, npu wemy cy kpyeosu k| u kb ynpasnu na xpyzosuma ki
u ky. Tada je ceaxu xpye npamena K ynpasan na cearxom xpyey npamena K.
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Jlokas: Heka je k' nponssospan xpyr npamena K' pasmmant oj kpyrosa k) un kb.
Kako cy kpyrosu k] n k}, ynpasuu na Kpyrosuma ki u ky, TO CPEJIHUINTA KPYyTrOBa
npamena X' mpunanajy pajukaHOj ocu KpyroBa ki u ke, Ha OCHOBY dYera 3aKJbydy-
jeMo na cpeauinTe Kpyra k' ek Ha ocH Kpy:kKHOT mpamena K. Pamumkamnna oca
NPOW3BO/BHOT Kpyra k KOju TpHUNaia KpyzKHOM mpameny K m kpyra k; oaroapa
pPaJUKaIHOj ocu Kpyrosa ki u kg, OZHOCHO OCHM KPY:KHOT mpamena K, ¢Tora, Kako
je kpyr ki yupaBan Ha cBakoM Kpyry npamena XK', camum tum u Ha Kpyry k', 3a-
KJby4yjemo Jia je Kpyr k' ynpasan Ha Kpyry k, OJHOCHO Ja je CBaKW KpPyT MpaMeHa
K yupasaH Ha cBakKOM Kpyry mpamena K', mro je rpebasio nokasaru.[]

Hedunnmuja 3.0.2. Kpyxue upamenose K u K’ nasusamo mehycodbno ynpashnum
NPAMEHOBUMA KPY206a aKO je CBaKW Kpyr npamena K ympaBaH Ha CBaKOM KpyTy
upamena K'.

JacHo je ma cy oce nBajy mehycoGHO ynpaBHEX mpamenoBa kpyrosa K u K’ ynpashe
npaBe, TpH YeMy CPeJIUITa KPyTroBa jeHOT ITpaMeHa MpUTIaIajy MpaBoj Koja mpe-
cTaB/ba OCY JPYTOr.

Hamomena: Hemnocpegaom mpoBepoM 3aK/bydyjeMo J1a ce CBaKa JIBa KPyra MpaMeHa
K" yupasror Ha mapaGojudkoM mIpameny K 1oaupyjy y JOAUPHOj TAYKH KPYTroOBa
npamena iC.

Kpyrosu npamena ' yupasnor na xunep0omukomM KpyzkHOM npameny K ce cexy
y JBEMa Pa3JIMIUTHM TAIKaMa.

Heka cy npase s u p oce asajy mehycobHo ynpasHux npamenosa Kpyrosa K u K,
IpU YeMy Tadka () MpejcTaB/ba IpecedHy TadKy Tux JBejy mpasBux. Tauke O u
O', cpeaumiTa 1Bajy ONpou3BObHUX Kpyropa mpamenosa K u K' npunamajy, peaom,
PaBoj P, OJIHOCHO 1PaBOj S, crora, Ha ocHoBy [lutaropune Teopeme Baxku ciejehe:

00/2 — 7,2 4 7'/2 — QOQ 4 QOIQ,
OIHOCHO

p(Q.k) = QO* —r? = —(QO™ — ") = —p(Q, '),

npu demy cy r u 1’ ogrosapajyhm nosynpednnnm mehycobHO ynpaBHUX Kpyrosa k
u k'. Ha ocHOBY IpeTXoIHOr 3aK/by4yjeMO Jla IpecedHa TauKa JBejy MpaBuX S U P,
Tayka (), TpeIcTaB/ba JTOMUPHY TadyKy Kpyrosa mpamena K' y ciydajy kajga ucra
TaYKa KOMHIMIMPA JOAUPHO] TAYKH KPYrOBa KOjU MPUIIAJIAJy HA HEMY YIPaBHOM
napaboIMIKOM KPy:KHOM npameny KC, Te je mpamen kpyrosa K' mapabonuuku. Bpe-
JIHOCT TIOTeHIMje Tavke () y OJIHOCY Ha MPOW3BOJbaH KpyT mpamena ' ynpasHor Ha
XUTepOOJTMIKOM KPYKHOM npaMeHy K je HeraTuBHa, Ha OCHOBY Uera 3aKJbydyjeMO
J1a ce Kpyrosu npamena K' cexy y JBeMa pas3JInIuTHM TadyKama.
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Cauka 3.2: YnpaBuu IpaMeHOBU KPYTOBa

Cpenuira Kpyropa XurepboJuIKor Kpy:KHOT mpaMeHa K/ TpHIanajy Jgeny oce Ha
EEMY YIIPABHOT eJIUNITHIKOr TpaMeHa K pa3iuauToM 0J1 CerMeHTa oipeheHor Tauka-
mMa O u P, npu geMy OBe JiBe TaYKe MPeJCTaB/bajy MpPecedHe Tauke KPyroBa KOju
npuiaaajy Kpyzxuom npameny K. Crora, yBeuMoO MOjaM 2paHUMHUL MaA%aKe XATEP-
DOTMIKOT MpaMeHa KPYTOBa.

Hedununuja 3.0.3. Npanuvnum mavkama' xnmepboandakor mpamena kpyrosa K’
HA3WBaMO IpecevdHe TauKe KPYroBa KOjH IPUIAIajy Ha IbeMY YIIPABHOM eJTHITHIKOM
KPY2KHOM Trpameny K.

Teopema 3.2. Hexa cy O u P epanuune mavwke runepbosudros KpyHcroz npa-
mena K. Tada maura O npedemasna cauky mauke P npu pedaercuju y odnocy ma
npoussonat kpye npamena K.

Joxkas: Tlpoussospan Kpyr k' xunepbosmukor KpyzKHOr npamena K je yupaBaH Ha
CBAKOM KPYT'y eJHITHYKOr MpaMeHa Kpyrosa K 9uju ce Kpyrosu cexky y tagkama O
u P. Kako mocroje gBa pa3induTa Kpyra eJUITAYKOr ipamena K yipaBHa Ha Kpyry
k" koju campzke Tauky O, TO HA OCHOBY uheepaueHe TebUHUIN]e HHBEP3H]je 3aK/bydy-
jeMo nma ympaBo Tauka P npenctassma cauky Tauke O npu pediekcuju y ogHocy Ha
IPOU3BO/baH KPyTr xumepbommakor npamena K/, mrro je rpedano mokaszaru.[]

Hanomena: Ilocroju jeqnHcTBeH map Tadaka Koje cy melycobHo nuBep3He y oHOCY
Ha CBAKU KPYT' XHIIepOOIHIKOr mpamena K.

Lenrn. limiting points
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Hawuwme, ykonuko 6u mocrojao jomr jeman nap tadaka L u L' ca ucrom ocobuHOM,
NpOU3BOJbAH KPYT [ KOoju OM cajipKao Te Tadyke Om OMO yIpaBaH Ha CBAKOM KPYyry
upamena k', Te 6u mpumanao eIuOTHYKOM Hnpameny K ynpaBHoM Ha mpameny K.
Kaxko kpyr [ cede npaBy Koja caIpzKu CpeJuilnTa Kpyrosa npaMmena K’ y raukama L u
L', onnocuo y Taukama O u P, jacHO je Ja OBH IIAPOBH TAYaKa MOPA]y KOMHIIUIUPATH,
Te TMOCTOjU jeJIMHCTBEH HNap Tadaka Koje cy MelycoOHO mHBep3HE y OJHOCY HA CBaKU
Kpyr xunepbosndakor npavena .

Teopema 3.3. llocmoju unsepsuja koja 066 passusuma kpy2a TunepbosuYKo2 npa-
MEHA NPECAUKABA HG 068G KOHUEHMPUYHGE KPY2a.

Hoxasz: Hexka cy ki u ko nBa pasanunra Kpyra xunepbonnakor mpamena K'. IToka-
KUMO Jia ce KpyroBu ki um ko npu pedJiekcuju y OJHOCY Ha KPYyI' IMPOU3BOJHHOT
pajaujyca ca cpeguirreMm y tadku O, jenHOj o 2panuyMHur mauake npamena K’
IpPEeCINKaBajy Ha JBa KOHIEHTPUUIHA KPyTa.

Cauka 3.3

Kpyrosu emuntudakor mpamena K ympaBHOr Ha mpameny K’ ce mpu mocMaTpaHo]
HHBEP3HjH [IPECIMKaBajy Ha IIpaBe Koje cajapzke Taduky P’, camky Tayke P npu 1mo-
cmarpanoj pediekcuju y oHOCY Ha Kpyr ca cpejunireM y tadku O.

Kako je cBaku kpyr npamena K ynpabas Ha cBakoM Kpyry npamena K, To he cianke
Kpyrosa mpamvena K mpm mocMaTpaHoj MHBep3uju OWTH yIpaBHE Ha KPyroBuMma k|
u kb, peaom, camkama Kpyrosa ky u kg mpu pedJieKCHjH Y OJHOCY Ha KPYyT ca cpe-
gumreM y Tauku O.
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Crora, 3aKk/bydyjeMo J1a 3ajelHUYKO cpeauiire Kpyrosa k) m kfj ogrosapa mpecexy
IPaBUX KOje MPEeCTAB/bAjy CJAUKEe KPYroBa eIUNTHIKOT npamera K npu mocMarpa-
HOj MHBEP3WjH, OJHOCHO Tadku P’, Te ¢y OBH KPYroBH KOHIEHTPUYHH, THME CMO
JIOKa3aJIu Ja IIOCTOJU HWHBEP3Hja Koja MpecuKaBa IBa Kpyra xunepbosuwkoz npa-
MeHa Ha IBa KOHIEHTpWYIHa Kpyra. [

Hamomena: Pedutekcujy y omnocy na kpyr ca cpemuinreM y Tadku O MOZKEMO
NPEJICTABUTU KA0 KOMNO3UIN]y pedJieKCHje y OIHOCY Ha KPYT MPOU3BOJHHOT Pa/IH-
jyca ca cpeJMINTeM HCTO] TAYKH M OJIrOBapajyhe XoMoTeTHje, Ha OCHOBY dYera 3a-
KJBYUYjeMO J1a je OJIHOC MOJIYITPeIYHIKa KOHIEHTPUIHUX KPYTOBa KOJU TpeICTaB/hajy
CJIMKe KpyroBa ki m ko IpW MHBEP3UjU Yy OJHOCY HA KPYT ca cpeauiTeM y Tauku O
KOHCTAQHTaH.

Taxohe, 3a cpeauinTe WHBEp3Uje KOja MPEC/AUKABA JIBA Pa3JUYUTa KPyra XUIep-
OOTMYIKOr TpaMeHa Ha JBa KOHIEHTPUYIHA KPYra MOXKEMO y3eTw W Tadyky P. VY
TOM CJy4ajy ce KpyroBu ki um ko Ipec/iMKaBajy Ha KOHIEHTPHYHE KPYIroBe YHUjH je
OJTHOC MOJIYIIPEYHUKA PEIUNPOYAH OJHOCY TMOJYTPEeYHUKA KOHIEHTPUIHUX KPYTOBA
KOju 1pejicTaB/bajy CJHKe KpyroBa ki u kg npu peduiekcuju y oJHOCY Ha KPyTr ca
cpepuinrem y tadkn O.

Kopucrehn uumenuiry jia ce JiBa pa3jiuduTa JUCJYHKTHA KPYra HHBEP3UjOM MOLY
HPECAUKATH Ha JIBA KOHIEHTPUYIHA KPYTa, Ha KPajy OBOI' IOIVIAB/ba JajeMO eJIeraH-
Tan noka3 I[lImajneposoe nopuama.

Teopema 3.4. (IlItajuepos nopusam?) Heka je | xpye y yHympawnbocmu xpyaa m,
maxas da nocmoju wus kpyz06a by, ba,..., b, Koju dodupyjy kpyzose I u m, npu wemy
ce ceaxa dea cycedna Kpyea y mom wusy, yksywyjyhu by u b, dodupyjy. Hexa je c;
NPoOU3BOLHY KPY2 Koju d00upyje kpy2oee m u l, u Co,..., C, KPY206U 00 KOJUL CEAKU
dodupyje xpyzosee m, | u npemzoduu y Husy. Tada xpye c, dodupyje kpye c;.

Jlokas: Heka je i) unBep3uja Koja IIpecuKaBa JIUCjyHKTHE Kpyrope m u [ Ha JIBa
KOHIeHTpuIHA Kpyra m’ u I’ (ciydaj Kaja ¢y Kpyropu m u | KOHIEHTPUYIHU je TPH-
Bujastan). asmpe, Heka je F' ciuka JlaHa Kpyrosa J Upu MHBEP3UjU 1), IPU deMy
F upejicraBiba JjlaHal, Kpyrosa by, b,..., by,.

Kako je mpednnk cBakor Kpyra Jlanna J' jefHak pas/auiy oIy TpedHnKa Kpyrosa m’
u l', To cy kpyrosu b}, bj,..., bl Meljycobno KOHrpyeHTHH, IPH YeMy CBAKU JTOUPY]e
NPETXOHN ¥ HU3Y (couka 3.4).

TopusaM je MaTeMaTHIKH TpobIeM KOHCTPYKTHBHE IIPUPOJE 33 KOjU MM He HOCTOjH pellerhe,
WJIA UX TTOCTOju OECKOHAYHO MHOTO.
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Cauka 3.4

Kpyr ¢] je xourpyenran Kpyrosmma Jjania J', mpu deMy OBaj KPYT MPEICTaBIbA
CJIMKY Kpyra ¢ upu uaBep3uju ¢. Ilocmarpajmo G', nanan kpyrosa go6ujeH poTanu-
jom mamma F' 0KO 3ajeHUIKOr cpeauinTa Kpyrosa m’ u I’ Takas ga ce kKpyr b} mo-
Kiama ca Kpyrom ;. Kako je mpBu y Hu3y Kpyrosa JaHma G’ ympaBo KpyT ), TO
KPYTOBH C1, Ca,..., C, IPUNAAAJy JAHIy G, IpH YeMy OBaj JIaHAI[ PEJCTaB/ba CJUKY
nauna G’ upn nasepsuju . Kpyr ¢] noxupyje Kpyr ¢, crora je jacHo /a ce muxoBe
ojarosapajyhe ciuke mpu MHBEp3Uju Y, KPYTOBH ¢; U C, JIOAUPYjYy, HITO je TpebaJio
nokasaru. [

Hamowmena: [Iperxonno joka3zana reopemMa mpe/icTaB/ba CABPIICH HPUMED NOPUIMA.
Hawuwme, ersucrenmnuja jegnor janmna JF o0be30ehyje ersucreniiujy 6€CKOHAYHO MHOTO
nanana G (reHeprucaHuX MPOU3BOJGHUM M300POM KPyTa C1).

Wnak, uMIImKaTuBHE OOJIMK MCKa3a TeopeMe YHHH Ta TAYHUM W Y CJAy4ajy Ja HU
jemsaH JraHar Kpyrosa JF yomrTe He moctoju!
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4

KoHcTpyKIiije mHBEP3UBHUX
KpPpyroBa

Hedbunnnuja 4.0.1. Kpyr w y ognocy Ha Koju ce Kpyr k pedaeKCHjoM IpecauKaBa
Ha KpyT | Ha3UBaMO UHGep3ueHuM Kpyzom' Kpyrosa k u [.

Kpyxun npamen K onpehen kpyroBuma k m [ MOKEMO UHGEP3UGHO OMUCATH KAO
npaMeH KPyroBa KOju CaJIp:Ki KPYTOBe yIIPaBHE HA KPYTOBUMA (4 U A, P 4eMy je
CBaKM OJI OBUX KPYTOBa yIpaBaH Ha Kpyrosuma k u [.

[Tokazkumo j1a Kpyr [, ciimka Kpyra k mpu pedJieKCuju y OJHOCY HA KPYT W, MPUIAJIA
KPY2KHOM IIpaMeHy kw?.

Hawnwme, kako ce Kpyrosu (o u A, peJioM, YIIpaBHU HA KPYTrOBUMA W ¥ Kk 1P NHBEP3UjH
y OJHOCY Ha KPYT W MpecjanKapajy camu Ha cebe, To he cBaku oj HUX ONTH yIIpa-
BaH Ha Kpyry [. Crora, Ha OCHOBY uHeepausHe deuruyuje KPyKHUX MTPaMEHOBa
3aKJ/bydyjeMo Ja KpyT [ Ipuaga KpyxKHOM IpaMeHy kw.

IMocaeanua: Kpyr w, uneepsushu xpye Kpyrosa k u [, mpunaga Kpy:KHOM TIpa-
meny kl.

Hanomena: Ilpase p u A\, kpyrosu 6eCKOHAYHOI PaJidjyca ylIpaBHU HA KOHIICH-
TPUYIHUM KpyroBuMa k U w 4uja IpecedHa Tadka P pa3auduTa of udeare TadKe
y 6ECKOHAYHOCTHU OJIroBapa CPEeIuINTy KPyroBa k u w, ce Ipu pedIeKCuju y 0gHOCY
Ha KPYT w IpecJnKaBajy Ha cebe, Ha OCHOBY Uera 3aK/bydyjeMo Ja CPeIuIlTe Kpyra
[ onrosapa Tauku P, 3ajeIHIYKOM CPEJHUIITY KPyrosa k u w.

Lenr. mid-circle
2Y macTaBKy paja heMo pay jeIHOCTaBHEjer 3alliica 3a KPY»KHH HpaMeH oapeljeH KpyTOBIMA,
k n [ xopucturn o3uaky ki.

15



16 Konempyruuje unsepausnus kpyzo6a

Y HacTaBKy 1HOTJIaB/ba NemMo ce DaBUTH KOHCTPYKITHjaMa UHBEP3UBHUT KDPY206a KPY-
rosa k u .

[TocmaTpajmo TpBO caydaj Kaja Kpyrosu k u | oapehyjy esunmuuru kpyostcnu npa-
men kl (cmuka 4.1.1).

Ciuka 4.1.1 Cauxka 4.1.2

Pednekcujom y ognocy Ha Kpyr NpoU3BOJBHOr PAJIUjyca ca CPeIUINTeM V Tadku K,
jeJTHOj OJI IpecevyHnx Tadaka OBUX JIBajy Kpyrosa, Kpyrosu k u [ ce, pejom, mpe-
cJauKaBajy Ha aBe mnpase, k' u I’ (camka 4.1.2).

[Tokazkumo Ja ciauke GucekTprca yrioba Koje oapelyjy mpase k' u ' npu pedure-
KCHJH V OZHOCY Ha HCTH KpYyT €& CPeJIuINTeM YV Tadknd K INpencTaB/bajy uHBEep3UuUSHE
Kkpyeose Kpyrosa k u .

Hamwme, kako ce mpasa k' pediekcnjama y 0HOCY Ha TpaBe S U S, IPECIMKABA HA
npasy ', To kpyr [ npeiacraB/ba CAIMKY Kpyra k upu pedJiekcujaMa y OJHOCY Ha
KpPYTOBe S| U So, T€ yIpaBo oBH MeljycoOHO yIIpaBHEM KPYTOBH €JTHITHYIKOD IIPaMeHa
kl npeacraBibajy umeepsuste kpyzose Kpyrosa k u [.

Hamowmena: [Ipumernmo fma ce cBaka of IpaBUX §) U s, MpecIuKaBa Ha KPyT MpH
pediekcuju y 0HOCY Ha KPYT €ca CPeJuIITeM y Tauku /X aKo oBa Tavyka He MPUIAIA
HU jeJIHO] o GucekTpuca yriaoBa ojpeljennx npasama k' u I’. Y cynporHoMm ce jeiHa
OJl IPABUX S| W S, IPU MOCMATPAHO] MHBEP3UjH MpecIuKaBa Ha cebe, Te KaKo je
jellaH Ol uHBEeP3UBHUT KpPY2068a KPYToBa k W | paaukaHa oca eJTUNTHYKOT TpaMeHa
kl, 3ax/bydyjeMo Ja cy OB KPYT'OBH KOHI'PYEHTHH.

Koucrpykimja uneepaustux kpyzoea Kpyrosa k u [ je cajga TpuBHjaHa.

Haume, ako Kpyrosu k u [ HECY KOHI'DYEHTHH, CPEJIMINTA OJroBapajyhux uneepausnus
KpYye06a OBUX JIBAjy KPYTOBa HAJTA3MMO Y MIpecermMa MejaTpuce cerMenTa oapehenor
taukama K u L u 6ucekrpuca yrioBa usmehy kpyrosa k u [.
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Y cynpoTHOM, jeJlaH OJ UHBEP3USHUL Kpy206a KpyroBa k u [ je ympaBo oca eju-
OTUYKOTD TIpamMena kl, JOK je aApyru Kpyr Ha i npednukoMm K L.

Koncrpykiuja unsepsuehoz xpyeza 1Bajy KOHIEHTPUIHUX Kpyrosa k u [ je TpUBH-
jasHa.

Hawnwme, jacmo je ma Kpyr w, MOJTYIPEeIHNKA jeITHAKOT TeOMETPHjCKO] CpeTUHH MOy ITPe-
YHUKA KPyroBa k u [ 4uje cpejuiiTe KOMHIUIUPA CPEJIUIITY OBUX KPYroBa, HPE/Ji-
cTaB/ba jeduncmeen uH8ep3usHy kpye Kpyrosa k u .

[TocmaTpajmo caga ciaydaj Kajga Kpyrosu k u [ onpelyjy zunepbosuwky kpyscHi
npamer ki (ciuka 4.2.1).

Cauka 4.2.1 Cauka 4.2.2

Pedrekcuja y ogHocy Ha Kpyr MPOM3BOJHHOT pajujyca ca cpemumreMm y tadku O,
JEJTHO] OJ1 2paHuUMHUX Mayakae XUIEepOOJMIKOr KPYzKHOT npamena kl, npecsiukaBa
Kpyrose k u [ Ha JBa KOHIEHTpHYHA Kpyra k' u [ (camka 4.2.2).

ITokaxkumo Ja cjmka Kpyra w’, KOju IpeJcTaBba uHeepsusHy kpys Kpyrosa k' u l',
IpU IOCMATPaHo] pedJIeKCHjU Y OJHOCY Ha KpPYr ca cpeauinTeM y Tadku O Ipej-
CTaBJ/ba UHBEP3USHU kpYye KpyroBa k u [.

Haume, xako ce kpyr k' pediiexcujom y oaHoCy Ha Kpyr w’ npecjaukasa Ha kpyr [’
Kpyr [ mpejacTaB/ba CAUKY Kpyra k npu pedJekcuju y OJHOCY Ha KPYT w, Te OBaj
Kpyr XurepboJudKOr IpaMeHa Kpyrosa kl mpejcraBiba jeduHcmeeHn UHGEP3UCHU
Kpye Kpyrosa k u [.

Hanomena: Ilpumernmo 1a je cinka Kpyra w’ npu pedJieKCHju y OJHOCY HA KPYyT
ca cpeguinreM y tadku O Kpyr, ako OBa Tayka He IpHUNaga Kpyry w'. ¥ cympo-
THOM ce Kpyr w' TpH IIOCMATPAHO] WHBEP3WjHU MPECIUKaBa Ha MpaBy, Te KakKo je
uHeEP3UGHU Kpye Kpyrosa k u | pajmKaaHa oca xurnepOoumdkor npamena kl, 3a-
KJ/bY4YjeMO JIa CY OBH KPYI'OBU KOHTPYEHTHH.
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[Tpehumo Ha KOHCTPYKIU]Y UHBEP3UBHO2 Kpyea Kpyrosa k u [.

Heka cy K u K', oqnocno L u L', pegom, npecedne Tauke Kpyrosa k u [ ca upaBom
KOja CaJIpKU CPEUINTa OBHX KPYroBa, TaKBe Ja map Tadaka K L' pasdeaja® map
ravaka LK'.

[Tokarkumo s1a Kpyr w Ha npeanukom O P mpejcraBiba uH6EP3USHY Kpy2 KPyroBa
k wu [, npu wemy O u P mpeacraB/bajy 2paHu4He mayke XHIepOOJHIKOr mpaMeHa
KPYroBa (A, TJe cy (i W A, peaoM, Kpyroeu Haj npeunnnmma K L, ogaocuo K'L/
(couke 4.3 u 4.4).

Cauka 4.3

Kpyr w npumajga eIdnTudkoM KpPyzKHOM IPaMEHY YIPABHOM Ha XHIIEPOOIUIKOM
HpaMeHny KpyroBa (A, CTOra je oBaj KpPyI' YIIPaBaH HA CBAKOM KPYyIy IIPAMEHA (LA,
caMUM THM M HA KPYyIOBUMa [t U .

Kako ce tauka K pedekcnjom y oHOCY Ha KPYyT W NpecjnKkaBa y Tauky L, T0K je
cavKa Tauke K’ Ipu MHBEPU3UjU Y OJHOCY Ha KPYT w Taduka L', jacHo je 1a ce Kpyr k
pedIeKCHjoM Y OJIHOCY Ha KPYT w IPEecuKaBa Ha KPYT [, Te KPYT w XUIepOOJIHIKOT
upamena kl npejcraBba jeduHcmeen uHGEP3USHY kpye Kpyrosa k u [.

33a map Tawaxa K L' xaxxeMo Ja pasdsaja map Tauaka LK’ axo cy tauke K, L, K' u L’
KOJIMHEAPHE WJIM TIPUIIAIajy MCTOM KpPYyTy, P 9eMy ce Ha cermeHnTty ompehenom taukama K u L',
OIHOCHO Ha KPY?KHOM JIYKy KOju onpelyjy oBe Tadke, HalIa3W TadHO jemHa onx Tadaka K’ u L.
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K (),L@Lf _____

A

e

Cauka 4.4

[TocmaTpajmo mpeoctasn ciaydaj, cay4aj kajga Kkpyrosu k u [ onpelyjy napabosuuru
NpameH Kpy206a.

Pedrekcnja y omHocy Ha Kpyr NpOM3BO/LHOI PaJIMjyca ca CPEJMINTEM Y JI0JIHPHO]
TauKn Kpyrosa k u [ npecaukasa oBe KPyrope, peaoM, Ha JBe HapaJeade npase, k'
u ['. Kako nocroju jeauncrsena mpasa s’ y 0QHOCY Ha KOJy ce ped/eKCHjoM mnpaBa
k' npecsimkasa Ha upasy ', To mocToju jeduncmeen uneep3usHy kpye Kpyrosa k u [
YHja je KOHCTPYKIHMja CJAUYHA KOHCTPYKIIAJU MPUKA3aHO] Y MPETXOTHOM CJyUIa]y.
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5

IIpumene nHBep3MBHUX Kpyrosa

Hedunuumuja 5.0.1. Ba napose rauaka LL u MM’ kaxemo ga cy opmoyuriu4H
aKo MOCTOjU KPYr Koju caap:ku tauke L u L', mpu uyemy ce tauka M y ojHOCY Ha
Taj Kpyr WHBEP3HUjOM TIpecanKaBa y Tauky M.

ITokasyje ce na je penamnmja usmelly opmouuksuvwnuz maposa tadaka LL' uw MM’
CUMETPUIHA.

Hawuwme, ako nocroju kpyr A koju cajpzku taduke L u L'y 0JHOCY Ha KOjU Ce TadKa
M wuBepsujoMm npecankaba y tauky M') Tajga mocToju Kpyr f KOjH CaJpyKU TadyKe
M w M’ rakaB na je tauka L' ciauka Tauke L Tpu MHBEP3WUjU Y OJHOCY HA KPYT [i.

[TocmaTpajmo mpBo ciiy4daj kaga tauke L, L', M u M' npunanajy kpyry w (camka
5.1.1). Heka je p kpyr Koju caapzxu tauke M u M’ yupasan Ha Kpyry w.

[Tokazkumo Jia je ynpaBo (i KPYI' y OJIHOCY Ha KOjU C€ MHBEp3HjoM Tadka L mpe-
cimkapa y tadky L. Kako kpyr p caapxu tauke M u M’ koje ce mHBEp3UjoM y
OJTHOCY Ha KPYT A IIPecIuKaBajy jeqHa y APYTyY, TO je KPYT [ YIPaBaH HA KPYTY A.
Kpyr p je ynpaBas Ha KpyroBUMa A M w, CTOTa Ce, HA OCHOBY UHBep3usHe dedunuyuje
WHBEp3HUje, MPecel KPYyroBa A ¥ w WHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha KPYT [ TPECTUKABAjY
Jesan y npyru.

Kako cy ynpaso Tauke L u L' npecermu kpyroBa A\ um w, To ce npu pedJiekcuju y
OJIHOCY Ha KpyT ji TadKa L mpeciukaBa y Tauky L', Te je ji TpaskKeHH KpyT.
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Cauka 5.1.1 Cauxka 5.1.2

[Tocmarpajmo caga caydaj kajga tauke L, L', M u M’ ne npunanajy ucTtoMm Kpyry
(cmmka 5.1.2). Heka cy k u [, pemom, onucanu Kpyropu oko Tpoyriaosa MLM' u
ML'M'.

[TokaxkumMo Ja je ynpaBo jeJaH Ol UMGEPSUGHUT Kpyeoea Kpyrosa k u | Kpyr y
OJHOCY Ha KOjU Ce MHBEP3UjoM Tauka L mpeciaukasa y Tauky L.

Kako kpyrosu k u [ canp:ke tauke M u M’ koje ce mHBep3UjoM y OJHOCY Ha KPYT
A TIpecInKaBajy jeaHa y JApyTy, TO je CBaKW OJ OBUX KPYroBa yipaBaH Ha KPyTry A.
Kpyr A je ynpaBan Ha cBakKOM KPYIY €JIUITHYKOr IpaMena kl, crora je Taj Kpyr
yIIpaBaH M Ha KPYTrOBUMa i W ', uHeep3ushum kpyzosuma Kpyrosa k u [. Ciuka
Kpyra \ Ipu MHBEP3UjU Y OJIHOCY HA CBAKK OJ KPYroBa i U ji' je caM Taj Kpyr, Te ce
npecenu Kpyroea A\ u k CBAKOM OJ IPETXOMHO HABEJIEHUX WHBEP3Uja MPECIUKABAjY
y npeceke kpyrosa A u [. Kako tauka L mpejcraBsba je/IHY OJ IPECEYHUX TadaKa
KpyroBa A u k, To hie OUHIJIETHO CJIMKA OBE TauKe IPU UHBEP3UjH Y OJHOCY HA jeJlaH
o Kpyrosa i u p' 6utu yupaso tauka L.

Jaxksie, ako ce Tauyka L MHBEP3UjOM y OMHOCY HA KPYI' [ NPECAuKaBa y Tadky L/
KPYT [l je TpaKeH! KPyT, Y CYNPOTHOM, TPaykKeHu Kpyr je Kpyr j'.

Hanomena: /lokas tBphema y cayuajy Kaja tauke L, L', M u M’ upunanajy jeaHoj
upaBoj je TpuBujasan. Hamme, kpyr p Hajg npednukom MM’ je Kpyr y omgHOCY Ha
KOjU Ce MHBEP3UjOM Tauka L Ipecaukasa y Tauky L.

Chaydaj y KOMe HOCTOJH TPOjKa KOJHHEAPHUX TavdaKka, HPH YeMy He MPHUIAIajy CBe
JeTHPH TAYKE HCTO] IPABOj, MOYKe Ce JOKA3ATH Ha HCTH HAUWH KAO CJIyYaj Ka1a TauKe
M, M’', L u I ve npunaiajy ucroM Kpyry, Ipd 4eMy HUKOje TPH HECY KOJHHeapHe.
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Jlema 5.1. Buso koje wemupu mavuke xoje npunaiajy ucmom Kpy2y mo2y ce uHeep-
mosamu y MeMera Npasoy2aorHuKa.

Jokas: Heka cy K, L, M u N detupu Tauke Koje IpHIIaIajy Kpyry w. [lokazxkmmo
J1a ce pedeKkcHjoM y OHOCY Ha KPYT TPOU3BOBHOT PAJINjyca ca CPeTUIITeM Y TaUKN
O, jennoj on mpecevuHuX Tavaka Kpyrosa k u [, tauke K, L, M u N mupecaukaBajy
y TeMeHa [PaBOyraoHUKa, IPU YeMy KPYroBu k u [ mpejcTaB/bajy Kpyrose ynpaBHe
Ha KPYTYy W, KOjH, DeJoM, caapzke mapose tadaka K u M, omnocHo N u L (camka

5.2.1).

\ w'
\ w J

Cauka 5.2.1 Cauka 5.2.2

Kaxko kpyrosu k u [ cajpzke cpeauIiTe mocMarpaie uasepsuje, To he k' u I/, muxoe
CJIMKe NPU TOj] UHBEP3Uju, OUTH IpaBe yIpaBHe Ha KPYry w', IpH 4eMmy je w’ CIIMKa
KpyTra w Ipu nMocMaTpanoj pediekcuju y 0JHOCY Ha KPyT ca cpeaurireM y tadku O.
Cana ce mako nokasyje ga tauke K', L', M’ w N’ cnuke ravaka K, L, M u N upu
oCMaTPaHOj WHBEP3UjU MPEJICTaB/bajy TeMeHa MpaBoyraoHuka (cianka 5.2.2).

Haume, kako cy mpase k' um I’ yupaBHe Ha Kpyry w’, TO je Impecek OBHX JIBejy
IpaBUX CPEIUINTe Kpyra w’, Te CBAKU OJ CerMeHaTa 4uje cy Kpajie Tauke K' u
M’, opaocno N’ m L' nupejcrapipa npednuk Kpyra w’', Ha OCHOBY 4era 3aK/bydyjeMo
na je K'L'M'N' npaBoyraoHuk, dumMe CMO JOKA3aJH JIa MOCTOjH WHBEP3HUja KOja de-
TUPW KOHIMKJINTHE TaYKe MPec/JnKaBa y TeMeHa IpaBoyraoHuka. [

Hamomena: 3a cpeuliiTe HHBep3Hje KOjOM ce YeTHPHU TavKe KOje TPUIAIajy UCTOM
KPYTY IPECIUKaBajy v TeMeHa MpaBoyraoHWKa MOyKeMo y3eTn u Tauky O, mpu demy
y 0BOM cjydajy cimka tauke O npu pedJieKCuju y OJHOCY HA KPYT MPOU3BOJHHOT
paaujyca ca cpegmnrem y tadku O npejcraBba npecex apejy mnpasmx k' u [

OJIHOCHO CpeJIUINTe Kpyra w'.
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Teopema 5.1. Buao koje vemupu mavwke K, L, M u N moey ce unsepmosamu y
memena napasrenoepama K'L'M'N'.

Jokas: Ilocmarpajmo mpso ciaydaj Kaja tauke K, L, M u N npunaiajy Kpyry w.
Y caydajy kazma nap tadaka KM pasdsaja map tadaka LN, Ha OCHOBY MPETXOIHO
JIOKa3aHe JieMe, MOCTOju WHBep3nja Koja mpecankaBa tTauke K, L, M n N y Temena
npasoyraonuka K'L'M'N'.

Cauka 5.3.1 Cauxka 5.3.2

[Tocmarpajmo cana caydaj Kaja tadke K, L, M u N upunaiajy ucTom Kpyry, mpu
demy nap tadaka KM ue pasdsaja nap tavaka LN (camka 5.3.1). Heka cy k u [
KPYTOBH yVIIpaBHU Ha KPYTY w KOju caJpzKe mapope Tadaka K u M, omaocao L u N.
Kako je kpyr w ynpaBan Ha KpyropuMma k u [ XurmepOoJUIKOr IpaMeHa Kpyrosa ki,
TO 2PaHUYHE MAYKe OBOI XUIEPOOJIMYKOL IPAMEeHa KOMHIUIUPA]y IIpeceiiuMa Kpyra
W U TpaBe Koja CaJIpzKHU CpeulinTa Kpyrosa k u [.

NuBepsuja ca cpeaumniTeM y jeJiHOj O] TPAHUYHUX TavakKa IIpaMeHa Kpyroa kil mpe-
CJIMKaBa Kpyrope k u [ Ha JBa KOHIEHTpHYHA Kpyra k' u I, npu dyemy je w', cimka
KpyTa w IpHU UCTOj HHBep3uju, mpapa. Ciuke tadaka K, M, L u N npu nocmarpaHoj
MHBEP3UjU Cy KOJMHEApHE TauKe KOoje KOMHIMAMpajy upecenuma kpyrosa k' un [’ ca
npaBoMm w’ (camka 5.3.2).

Jacno je na tauxke K', L', M’ w N’ npeacraBipajy TeMeHa aereHepucanor' mapasre-
JiorpaMa, Te U Y OBOM CJIy4da]y MOCTOJH WHBeP3HUja Koja IMpecJuKaBa IeTHPH TadKe y
TeMeHa JlereHePUCAHOT TapaJjeaorpaMa.

Tlox mojMoM JereneprcaHoT mapasesorpaMa HoapasyMesaMo dersopoyrao K/ L' M’/ N' «uja cy
TeMeHa KONMHeapHe Tauke, npu demy Baxku K'L' = M'N' u L'M’' = K'N’.
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Ocraje nam ja pazMoTpuMo ciaydaj kaga tadke K, L, M u N ne mpunanajy ucrom
Kpyry (camka 5.4). Heka cy n u [, pegom, Kpyrobu onucanu oko Tpoyriaosa KN M
u KLM. Jlajbe, HeKa je KPYT (L UHBep3usHu Kpye Kpyrosa n u [ TakaB jJa ce Tauke
L n N Hamaze ca pa3andIuTHX CTpaHa TOT KPyTa.

[Tokaxkumo 7a WHBEP3Uja V OJHOCY Ha KPYT MPOU3BOBHOT PAIHMjyca Ca CPEeIUIITEeM
y jeJIHO] OJ1 IIPeceYHuX TayaKa Kpyra [ ca KPYroM S, UH8ep3usHUM KpYya2om KPyroBa
k w m, npeciukasa Tauke K, L, M u N y TemeHna mnapaJjejorpama, Mmpu 9emMy Cy
KpPYyroBu k @ m yUpaBHHU Ha €JUITHYKOM IIpaMeHy Kpyroa nl, TaKBU Ja Kpyr k
caapKu TadKy N, 10K KpPyT m caapzKu Tadky L.

v

m

Cauxka 5.4

Kaxko kpyr s npumnajia XurnepOooIuaKoM IIpaMeny KpyroBa km, TO je OH yIpaBaH Ha
CBAKOM KPYTY eJUNTHYKOr paMeHa Kpyrosa nl, caMuMm TUM U Ha Kpyry u. [locma-
TpaHa pediieKcHja y 0JHOCY Ha KPYT IPOU3BOJHHOI PAJMjyCa Ca CPEJIUINTEM y TaUKK
O, jeanoj oy mpecedHnx Tadaka KPyroBa S W (i, IPECJUKABA KPYroBe S U (i HA JIBE
Mehycobro ynpasue npase. Kako ce Kpyr m pedJiekCrjoM y OJHOCY HA KPYT S Mpe-
CJIMKaBa Ha KpyT k, TO cJUKa KpyTa m OPH MOCMATPAHO] WHBEP3UjU Ca CPEIUIITEM
y Tauku O TpejcTaBba CIUKY Kpyra k' mpu pedpiekcuju y 0aHOCY Ha mpaBy s, Te
cy k' u s ogrosapajyhe cinke Kpyrosa k m s npu HocMaTpaHoj MHBEP3UjU (CIMKA

5.5).
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Cauka 5.5

Crora, 3ak/bydyjeMo ja cy Kpyrosu k' m m' KOHIpPYEHTHH, IIpU Ye€MY jeé CBaKH O/
BUX yopaBaH Ha npaBoj p'. Camdno, kpyrosu n’ u l', ciauke Kpyrosa n u [ upu
OCMATPAHO] MHBEP3UjU CYy KOHIPYEHTHH KPYroBH, yIpaBHU Ha mpasoj s. Cana
ce JaKo mokasyje ga ce amjaronane udersopoyrna K'L'M'N’' monose, Te je on ma-
panenorpam. Crora, MOCTOju MHBEP3Hja, KOja IeTHPH IPOU3BO/bHE TAYKE MHBEPTY]e
y TeMeHa TmapaJiejorpama, anuMe je TBpheme gokazano. [

Hanmomena: VY j0ka3y HOpeTXO/iHe TeopeMe pPa3MaTpPaHU Cy CJIydajeBH y KOjuMa
HUKOje TPU TauKe HUCY KOJTUHEeapHe.

Nneja koja ce kopucTu 1pu A0Kaszy TBphema y ciayuajy xajga tauke K, L, M u N
NPUIA/IAjy je/IHOj MPAaBO] je CAUYHA UJIejU KOJY CMO KOPUCTHJIU MPH J0KA3y TBphema
Jla ce YeTHPH TadKe KOje IPUIaJajy jeJHOM KpYyry MOTY HMHBePTOBATU y TeMeHa Ia-
paJjiesorpama.

Citydaj y KOMe MOCTOjH TPOjKa KOJIMHEAPHUX Tadaka, PU YEeMy He MPUIAIA]y CBe
YeTHPHU TAYKe MCTOj IPAaBOj, MOXKE Ce J0Ka3aTW Ha MCTU HAYUH KAao CAy4aj Kaja
tauke K, L, M w N He npunajajy uctoM Kpyry, pu 4eMy He MOCTOjU TPOjKa KO-
JMHEAPHUX Tadaka.
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Hoxancumo cada da nocmoju UHEEP3UJa KOJA NPECAUKABG “emupl MavKe Koje He
NPUNAOATY UCTOM KPY2Y Y MEMEHA MPOY2A0 U He208 OPIMOUEHAP.

Heka cy K, L, M u N derupu Tadyke Koje He IpPHUIAIAjy HCTOM Kpyry. Kpy-
ropu omucanu oko tpoyriaoBa K LM, KNM u KNL ce uuBep3ujoM 1 y OJIHOCY
Ha KPYT MPOW3BOJHHOT PAJIMjyca ca CPEJUINTeM y Tauku [, penoM, TpecIuKaBajy
Ha npase oapehene naposuma ravaxa L'M’', N'M’', onnocno N'L’, 10K ce mBUXOBH
oJiroBapajyhm uneep3usHy kpy206u TPECIUKaBajy Ha OMCEKTpUCE YIJIOBA TPOYIJIA
M'L'N’ (cnuxka 5.6.2).

Cauka 5.6.1 Ciauka 5.6.2

BucekTpuce cno/baiimux, 0JHOCHO yHyTpalmux yriaosa Tpoyraa M'L'N' ce ocum
y TeMeHHMa OBOI TPOYIJIa W Tauku S, CPEJUINTy yIucaHe KPYKHUIE UCTOT, CEKY
y TadkaMa Koje MPEeJCTaB/bajy CPEJHIITa CHO/ba TPUIHCAHUX KPYZKHHUIA TPOYIIA
M'N'L'.

[TokazkuMO J1a MEBEP3Hja Y OJHOCY HA KPYT NPOU3BO/LHOT PAJM]yCa Ca CPEJUIITEM Yy
rauku S % (ciuka 5.6.1) npeciukasa tauke L, M, N u K | pejjom, y TemeHa Tpoyr/ia
1 ECrOB OPTONEHTAD.

?Tauka S mpeacTaB/ba CINKY Tauke S', CpeJWInTa ymmcaHe Kpy:Kmume Tpoyriaa M'L'N', opu
WHBEP3UjH .
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Kako kpyrosu ks, ko3 1 k13 caapike cpeumire nocMarpane uasepsuje (canka 5.6.1),
To cy kiy, kis u k5, touxoBe oarosapajyhe cianke npu pedrekcnju y oHOCY HA KPYT

IPOM3BO/BHOT PAJIHjyca Ca CPEIUIITeM Y TAUKH S HMpaBe.

Jacno je 1a xkpyrosu kY, ki u k%, pejom, ciimke Kpyrosa ki, ko u k3 IpH IIOCMAaTPAHO]
MHBEP3UjH IPeICTaB/bajy KOHTPYEHTHE KPYroBe KOju cajap:ke tauky K.

Hauwme, kako ce kpyr ki pedJiekcujom y ogHOCY Ha KPYyT ki HpPECJUKaBa Ha KPyT
ko, To Kpyr kY mpenacraBma canky kpyra ki npu pedeKCHju y OIHOCY HA TPaBY
15, crora 3akspydyjemo Ja cy kpyrosu ki u kj konrpyenrnu. CimdaHO, KpyT kf je

KOHI'pyeHTaH Kpyrosuma ki u k.

Cajsia ce Jjlako 1noxkasyje jga cy upase ks, k. u k., penom, yiupasHe Ha lipaBama
12> Ko3 135 )

onapehenum maposuma tavaka M”"N"”, N"L" oxnocno M"L", npn uemy tauke M,
L" n N" npezncrasibajy Apyre mpeceke TPHjy KOHIDyeHTHHX Kpyrosa kY, ki u kY, wa
OCHOBY 4era 3akJ/bydyjeMo ja je tauka K" opronenrap Tpoyraa M"L'N".

Crora, mocToju HHBEP3Uja KoOja MpecIuKaBa YeTUPH TadKe KOje He MPUIAIa]y HCTOM
KPYyry y TeMeHa TPoyIJia U OPTOIEHTap UCTOr, IITO je Tpedaso MOKa3aTu.

Cauka 5.7

Hanmomena: 3a cpemuiite nHBep3uje Koja mpecaukapa tauke M, L, N u K, pejaom,
y TeMeHa TPOyIJIa W HEeroB OPTOIEHTAp CMO MOTJIM Y3eTH W HEeKY OJl Tavyaka Koje
[PEJICTAB/bA]y CJAUKE CPEJIUINTA CIIOJba IPUITHCAHUX KpYyKHuIa Tpoyraa M’ N' L' upn
UHBEP3UjU 1.
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Tpojry mehycobHO AUCjyHKTHUX KPyroBa Ha3uBaMo Anosonujesom mpojrom wkpy-
2064 AaKO TIOJIOZKA] TUX TPUJY ANCJYHKTHUX KPYTOBaA OJTOBapa jeTHOM O] TOJIOZKaja
Kpyrosa Ha CJIunu 5.8.

10

S5O ©g

Ciauka 5.8

Cnenehe TBpheme HaBOIUMO Oe3 JTOKA3A.

Teopema 5.2. IlocToju nHBep3uja Koja IpecauKaBa KpPyrose Anosonujese mpojre
Ha Tpu MeljycoGHO KOHTpyeHTHA WK XOMOTeTHYHa Kpyra [6, crp. 11-13].

Kopucrehn 3ak/byuax nperxojne Teopeme, JoKaxkuMo ciezehe rspheme:

Teopema 5.3. Hnsepaushu kpyzosu mpujy kpyz06a Anoasonujese mpojke npunadajy
UCTOM KDYHCHOM NPLMENRY.

Joxas: TlocmarpajMo nppo caydaj Kaja HHBEP3Hja 1) IpecanKaBa Kpyrose Anosonu-
jese mpojke Ha TPU KOHTPYEHTHA KPyTa.

Kako uneepsuenu kpyeo6u TPHUjy KOHIPYEHTHUX KPYToBa IIPEICTaB/bajy IbUXOBE
paJuKaJiHe oce, jJacHO je jia TBphembe BaxKu y OBOM CJIVYajy.

Haume, pajukaine oce Tpujy KOHI'PYEHTHUX KPYrOBa Cy MJIM KOHKYDEHTHE (CJIMKA
5.9.1), win napasende (camka 5.9.2), cTora 3ak/bydyjeMo aa KPYroBH KOJH IMDe/I-
CTaBJha]y CJHWKE OBUX TPABUX TPH WHBEP3UJU )~ UHBEP3USHU KPY206U KPYTOBa IO~
cmarpane Anosonujese mpojke—TPUIANAJy €TANTHIKOM, OJHOCHO MapabOJIHIKOM
npamMeHy Kpyrosa.
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Ciauka 5.9.1 Cauxka 5.9.2

[TocmaTpajmo caga ciaydaj Kajga ce Kpyrosu Anoaonujese mpojke MHBEP3UjOM
MpecJIMKaBajy Ha TPW XOMOTETHYHA KpyTa.

Hneepsusnu kpye06u TPHUJY XOMOTETUIHUX KPYTroBa Cy KOHIEHTPHYHW KPYTOBU €A
CPeJINIITEeM y TIPECeTHO] TAYKHA MPaBUX KOje MPeICTaB/bajy CHOJbAIIIbe 3ajeTHIIKE
TaHrenTe THX Kpyrosa (cauka 5.10).

Cauka 5.10

Crora, KpyroBu KOjH IPEACTAB/bA]Y CJIUKE UHBEPSUSHUT KPYe06d TPHU]y XOMOTETH-
YHUX KPYroBa MPHU WHBEP3UjU 1) MPUIIAJIAJy XUTEPOOJMIKOM ITpaMeHy KpPyroBa, MiTo
je Tpebasio mokazatu. [
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3akJpy4dak

Konnenr oBor pajia je 3aMUIIL/bEH TAKO JIa JbyOUTE/bUMA MaTeMaTHKe, 110CEOHO T'e-
omeTrpuje, NIpUOJIUKHA CerMEeHT HHBEP3MBHE TeOMeTpHje Y YhjeM CPEJIUINTY Ce Hajia3e
UHBEPBUBHU KPY206U.

YIIPKOC YUHEHUITN Ja ce CeTMeHT WHBEP3UBHE TeOMeTpHUje TPEeJCTaB/hEH Y OBOM Py
He obpabyje Ha cpeamOIIKOJICKOM HHUBOY, VeBajajyhm dumbeHuIly jaa ce pedJiekcuja
y OJTHOCY Ha KPYT IPU WHBEP3UjU Y OJTHOCY Ha MPOU3BObAH KPYT TPaHCHOPMUIIE y
pediekcujy y oJHOCY Ha KPYT Win y ped/ieKCujy y OJHOCY Ha MPaBy, KA0 U MOjaM
KPYKHUX MPAMEHOBA, CPEIHOIIKOIAI KOjU Ce y TTPETXOJHOM HePUOIY CBOT IIMKOJIO-
Balba CyCpeo ca MHBEP3HjOM MOKe 06e3 HMKaKBHUX IOTEINKONa pa3yMeTH ujieje Koje ce
KODHUCTe TTPU KOHCTPYKIIHjaMa UHBEP3USHUL KPY208a, KAO U YKUBATU Y HUXOBHM
HEBEPOBATHUM TpUMeHaMa MpeJCTaB/LeHUM Ha CAMOM Kpajy paja, IITO HAM je |
01O IUJb.

Hewsmepny 3axBaHoCT JayTyjemM cBOM MeHTOpPY, npodecopy Bojucnasy Ilantuhy, na
OTPOMHO] ocBelieHOCTH W MOJIPIIIIN TOKOM U3pajie caMor pajia, Kao U Ha HeBepOBa-
THOM €HTY3Hja3My KOjHM je HeCYMIbUBO 00€JIe?KHO CBAKO IpeaBame u3 I eomempuje,
VBEPUBIIIK Me JIa je JIeoTa KaJa OKO M3HOBA OTKPHje OHO MTO yM Beh mo cebu 3HA.
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3axpYyuar
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