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Uvod

,,Lepota stvari postoji u umu

koji ih posmatra.''

Dejvid Hjum

Bav	e�e geometrijom uprkos qi�enici da iziskuje ogromnu koliqinu str-
p	e�a, otvara jedan neverovatan, potpuno drugaqiji pogled na svet, koji nas
uverava da lepota zaista le�i u oqima posmatraqa.

Koriste�i ideje inverzivne geometrije, grane koja nesum�ivo nalazi svoje
mesto u sferama interesova�a mnogih matematiqara od samog nastanka 1831.
godine kada matematiqar Magnus1 uvodi pojam inverzije, dosti�emo najvixi
nivo apstrakcije i elegancije, xto mo�emo osetiti na problemima posta-
v	enim jox u antiqko doba poput Apolonijevih problema o dodiru krugova,
gde konstrukcije inspirisane idejama inverzivne geometrije svojom lepotom
i jednostavnox�u bacaju u senu do tada poznate Euklidske ideje.

Ideja ovog rada je da kroz nestandardan pristup inverziji predstav	en na
samom poqetku drugog poglav	a prika�emo segmente inverzivne geometrije

koji, na �alost, jox uvek ne nalaze mesto u sred�oxkolskoj literaturi.

Smatraju�i poznatom klasiqnu definiciju inverzije [10, str. 181–182], kao
i �ena osnovna svojstva, ovo preslikava�e definixemo na Euklidskoj ravni
proxirenoj idealnom taqkom u beskonaqnosti.

1L. J. Magnus (1790–1861) je bio nemaqki matematiqar.
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2 Uvod

Kru�ni pramenovi, uprkos qi�enici da ne predstav	aju prvu asocijaciju kada
je req o inverziji, sudeluju kao glavne karike u brojnim konstrukcijama koje
se zasnivaju na idejama inverzivne geometrije, stoga im je posve�ena pa��a u
tre�em poglav	u ovog rada.

Posebna pa��a u ovom radu je posve�ena qesto nepravedno zapostav	enom se-
gmentu inverzivne geometrije u qijem se sredixtu nalaze inverzivni kru-
govi, qiji originalan naziv (engl. Circles of antisimilitude) zvuqi zaista za-
straxuju�e.

Kru�ni pramenovi pro�imaju ideje inverzivne geometrije na kojima se zasni-
vaju elegantne konstrukcije inverzivnih krugova koje su prikazane u qetvrtom
poglav	u ovog rada, dok okosnicu petog poglav	a, u kojem su predstav	ene
�ihove neverovatne primene, qine upravo inverzivni krugovi.
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Refleksija u odnosu na krug.

Inverzivna ravan

Definicija 2.0.1. Slika taqke P pri inverziji u odnosu na krug ω pred-

stav	a drugi presek dvaju krugova upravnih na krugu ω koji sadr�e taqku P ,
u sluqaju kada ova taqka ne pripada krugu ω. U suprotnom, slika taqke P
pri inverziji u odnosu na krug ω je sama ta taqka.

Prethodna definicija predstav	a inverzivnu definiciju inverzije, pri qemu
opravdava naziv refleksija u odnosu na krug koji se neretko koristi kada je
req o inverziji.

Kako slika taqke P pri refleksiji u odnosu na proizvo	nu pravu p pred-
stav	a drugi presek dvaju krugova upravnih na pravoj p koji sadr�e taqku
P , postoji analogija izme�u refleksije u odnosu na pravu i inverzije, stoga
mo�emo proxiriti definiciju kruga posmatraju�i pravu kao graniqni sluqaj,
krug beskonaqnog radijusa.

Za krug definisan na ovaj naqin ka�emo da se inverzijom preslikava na krug.
Proxiruju�i Euklidsku ravan dodaju�i joj idealnu taqku u beskonaqnosti sma-
tramo da upravo ta taqka predstav	a zajedniqku taqku svih pravih, to jest,
krugova beskonaqnog radijusa.

Dva kruga koji imaju zajedniqku taqku P se ili dodiruju u toj taqki, ili taqka
P predstav	a jednu od dveju preseqnih taqaka tih krugova.

Dve paralelne prave predstav	aju krugove beskonaqnog radijusa koji se dodiruju
u taqki P∞, idealnoj taqki u beskonaqnosti.
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4 Refleksija u odnosu na krug. Inverzivna ravan

Euklidsku ravan proxirenu idealnom taqkom u beskonaqnosti nazivamo in-

verzivnom (konformnom) ravni.

Sredixte inverzije u odnosu na krug ω se pri inverziji u odnosu na isti
krug preslikava u taqku P∞, idealnu taqku u beskonaqnosti, pri qemu taqka
P∞ u skladu sa inverzivnom definicijom inverzije predstav	a drugi presek
pravih koje sadr�e sredixte posmatrane inverzije, to jest, drugi presek kru-
gova beskonaqnog radijusa upravnih na krugu inverzije koji sadr�e sredixte
istog.

Inverzija definisana na inverzivnoj ravni je bijektivno preslikava�e.

Teorema 2.1. Inverzijom se uglovi preslikavaju u �ima podudarne uglove
[9, str. 230–231].

Posledica 2.1. Upravni krugovi se inverzijom preslikavaju na upravne
krugove.

Koriste�i inverzivnu definiciju inverzije, poka�imo da se par me�usobno
inverznih taqakaK i L u odnosu na krug µ, pri refleksiji u odnosu na proizvo-
	an krug ω, preslikava u par me�usobno inverznih taqaka u odnosu na krug µ′,
pri qemu je µ′ slika kruga µ pri inverziji u odnosu na krug ω.

Posmatrajmo prvo sluqaj kada ni jedna od taqaka K i L nije sredixte kruga ω.
Na osnovu inverzivne definicije inverzije, taqka L predstav	a drugi presek
krugova k i l, pri qemu krugovi k i l predstav	aju krugove upravne na krugu
µ koji sadr�e taqku K (slika 2.1.1).

Slika 2.1.1 Slika 2.1.2
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Kako su krugovi k i l upravni na krugu µ, to su krugovi k′ i l′, �ihove odgo-
varaju�e slike pri inverziji u odnosu na krug ω, upravni na krugu µ′. Stoga,
koriste�i qi�enicu da su taqke K ′ i L′, redom, slike taqaka K i L pri in-
verziji u odnosu na krug ω, preseci krugova k′ i l′, zak	uqujemo da taqka K ′

predstav	a sliku taqke L′ pri refleksiji u odnosu na krug µ′ (slika 2.1.2).

Napomena: Krug µ se pri inverziji u odnosu na krug ω preslikava na krug
ako sredixte posmatrane inverzije ne pripada tom krugu.

U suprotnom je slika kruga µ pri inverziji u odnosu na krug ω prava, stoga
taqka K ′ predstav	a sliku taqke L′ pri refleksiji u odnosu na pravu µ′.

Na osnovu prethodnog zak	uqujemo:

Inverzija u odnosu na krug ω transformixe refleksiju u odnosu na krug µ u

refleksiju u odnosu na krug µ′ ako sredixte posmatrane inverzije ne pripada

krugu µ.

Inverzija u odnosu na krug ω transformixe refleksiju u odnosu na krug µ u

refleksiju u odnosu na pravu µ′ ako krug µ sadr�i sredixte posmatrane in-

verzije.

Napomena: Sredixte kruga µ se pri refleksiji u odnosu na krug ω ne pre-
slikava u sredixte kruga µ′.

Kako taqka P∞ predstav	a sliku sredixta kruga µ pri refleksiji u odnosu
na isti krug, to taqka O, sredixte kruga ω, predstav	a sliku taqke M ′ pri
refleksiji u odnosu na krug µ′, pri qemu je taqka M ′ slika sredixta kruga
µ pri refleksiji u odnosu na krug ω. Stoga, zak	uqujemo da slika sredixta
kruga µ pri refleksiji u odnosu na krug ω nije sredixte kruga µ′.

Posmatrajmo sluqaj kada taqka K odgovara taqki O, sredixtu kruga ω (slika
2.2.1).

Kako je P∞ slika taqke K pri inverziji u odnosu na krug ω, to je upravo ide-
alna taqka u beskonaqnosti slika taqke L′ pri refleksiji u odnosu na krug µ′,
stoga zak	uqujemo da je taqka L′ sredixte kruga µ′ (slika 2.2.2).
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Slika 2.2.1 Slika 2.2.2

Drugim reqima, ako taqka L predstav	a sliku sredixta kruga ω pri refle-
ksiji u odnosu na krug µ, tada taqka L′, slika taqke L pri inverziji u odnosu
na krug ω, predstav	a sredixte kruga µ′.

U nastavku rada �emo uvesti pojam kru�nih pramenova.
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Kru�ni pramenovi

Definicija 3.0.1. Kru�ni pramen je skup svih krugova jedne ravni od ko-
jih svaka dva imaju za radikalnu osu istu pravu s, koju nazivamo osom toga
pramena.
Iz prethodne definicije neposredno sledi da dva razliqita nekoncentriqna
kruga k i l jednoznaqno odre�uju kru�ni pramen K, pri qemu kru�ni pramen
K tako�e mo�e biti jednoznaqno odre�en proizvo	nim krugom k i pravom s,
koja �e predstav	ati osu pramena K.
Neka su k i l dva razliqita kruga koji odre�uju kru�ni pramen K. Na osnovu
definicija kru�nog pramena i radikalne ose dvaju krugova zak	uqujemo da �e
svaki krug pramena K sadr�ati taqke O i P ukoliko se k i l seku u ovim dvema
taqkama. Sliqno, ukoliko se k i l dodiruju u taqki O, tada �e se svaka dva
kruga pramena K dodirivati u taqki O, dok �e u preostalom sluqaju (sluqaj
kada su k i l disjunktni) svaka dva kruga pramena biti disjunktna.
Zbog toga razlikujemo tri vrste kru�nih pramenova: pramen nazivamo hiper-
boliqkim ako su svaka dva kruga pramena disjunktna, ako se svaka dva kruga
pramena dodiruju u istoj taqki, pramen nazivamo paraboliqkim, dok elip-

tiqkim pramenom nazivamo pramen qiji se krugovi seku u dvema razliqitim
taqkama.

Hiperboliqki pramen Paraboliqki pramen Eliptiqki pramen

Slika 3.1: Kru�ni pramenovi
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Jasno je da su sredixta krugova koji pripadaju istom kru�nom pramenu ko-
linearne taqke koje pripadaju pravoj koja je upravna na osi tog pramena.

U nastavku rada �emo uvesti pojam upravnih pramenova krugova, stoga, doka�imo
slede�e dve leme.

Lema 3.1. Neka je k krug upravan na jednom od krugova k1 i k2, qije sredixte
pripada radikalnoj osi ovih dvaju krugova. Tada je krug k upravan i na drugom

krugu.

Dokaz: Bez uma�e�a opxtosti, posmatrajmo sluqaj kada je krug k upravan na
krugu k1. Jasno je da u ovom sluqaju kvadrat polupreqnika kruga k predstav	a
potenciju sredixta istog kruga u odnosu na krug k1. Kako sredixte kruga k,
taqka O, pripada radikalnoj osi krugova k1 i k2, to je potencija taqke O u
odnosu na krug k2 jednaka potenciji iste taqke u odnosu na krug k1, na osnovu
qega zak	uqujemo da je krug k upravan i na krugu k2, xto je trebalo dokazati. �

Lema 3.2. Neka je k krug upravan na krugovima k1 i k2. Tada sredixte kruga
k pripada radikalnoj osi krugova k1 i k2.

Dokaz: Kako je krug k upravan na krugovima k1 i k2, to je jasno da kvadrat
polupreqnika istog kruga predstav	a potenciju taqke O u odnosu na krug k1,
odnosno potenciju iste taqke u odnosu na krug k2, pri qemu je taqka O sredixte
kruga k, na osnovu qega zak	uqujemo da sredixte kruga k pripada radikalnoj
osi krugova k1 i k2, xto je trebalo dokazati. �

Posledica 3.2. Krug k upravan na krugovima k1 i k2 je upravan na svakom
krugu pramena K odre�enog krugovima k1 i k2.

Zaista, kako sredixte kruga k pripada radikalnoj osi krugova k1 i k2, odnosno
osi kru�nog pramena K, na osnovu tvr�e�a leme 3.1. zak	uqujemo da je krug k
upravan na svakom krugu pramena K.

Napomena: Kako kvadrat polupreqnika kruga k odgovara potenciji sredixta
istog kruga u odnosu na svaki od krugova k1 i k2 upravnih na krugu k, za-
k	uqujemo da se sredixte kruga k ne mo�e nalaziti na segmentu radikalne ose
krugova k1 i k2 odre�enog preseqnim taqkama ovih dvaju krugova ako krugovi
k1 i k2 pripadaju eliptiqkom kru�nom pramenu, odnosno, ne mo�e koincidi-
rati dodirnoj taqki tih dvaju krugova u sluqaju kada krugovi k1 i k2 odre�uju
paraboliqki kru�ni pramen.

Teorema 3.1. Neka su K i K′, redom, kru�ni pramenovi odre�eni krugovima

k1 i k2, odnosno, k
′
1 i k

′
2, pri qemu su krugovi k′1 i k

′
2 upravni na krugovima k1

i k2. Tada je svaki krug pramena K upravan na svakom krugu pramena K′.
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Dokaz: Neka je k′ proizvo	an krug pramena K′ razliqit od krugova k′1 i k′2.
Kako su krugovi k′1 i k′2 upravni na krugovima k1 i k2, to sredixta krugova
pramena K′ pripadaju radikalnoj osi krugova k1 i k2, na osnovu qega zak	uqu-
jemo da sredixte kruga k′ le�i na osi kru�nog pramena K. Radikalna osa
proizvo	nog kruga k koji pripada kru�nom pramenu K i kruga k1 odgovara
radikalnoj osi krugova k1 i k2, odnosno osi kru�nog pramena K, stoga, kako
je krug k1 upravan na svakom krugu pramena K′, samim tim i na krugu k′, za-
k	uqujemo da je krug k′ upravan na krugu k, odnosno da je svaki krug pramena
K upravan na svakom krugu pramena K′, xto je trebalo dokazati.�

Definicija 3.0.2. Kru�ne pramenove K i K′ nazivamo me�usobno upravnim
pramenovima krugova ako je svaki krug pramena K upravan na svakom krugu
pramena K′.

Jasno je da su ose dvaju me�usobno upravnih pramenova krugova K i K′ upravne
prave, pri qemu sredixta krugova jednog pramena pripadaju pravoj koja pred-
stav	a osu drugog.

Napomena: Neposrednom proverom zak	uqujemo da se svaka dva kruga pramena
K′ upravnog na paraboliqkom pramenu K dodiruju u dodirnoj taqki krugova
pramena K.

Krugovi pramena K′ upravnog na hiperboliqkom kru�nom pramenu K se seku
u dvema razliqitim taqkama.

Neka su prave s i p ose dvaju me�usobno upravnih pramenova krugova K i K′,
pri qemu taqka Q predstav	a preseqnu taqku tih dveju pravih. Taqke O i
O′, sredixta dvaju proizvo	nih krugova pramenova K i K′ pripadaju, redom,
pravoj p, odnosno pravoj s, stoga, na osnovu Pitagorine teoreme va�i slede�e:

OO′2 = r2 + r′2 = QO2 +QO′2,

odnosno

p(Q, k) = QO2 − r2 = −(QO′2 − r′2) = −p(Q, k′),

pri qemu su r i r′ odgovaraju�i polupreqnici me�usobno upravnih krugova k
i k′. Na osnovu prethodnog zak	uqujemo da preseqna taqka dveju pravih s i p,
taqka Q, predstav	a dodirnu taqku krugova pramena K′ u sluqaju kada ista
taqka koincidira dodirnoj taqki krugova koji pripadaju na �emu upravnom
paraboliqkom kru�nom pramenu K, te je pramen krugova K′ paraboliqki. Vre-
dnost potencije taqke Q u odnosu na proizvo	an krug pramena K′ upravnog na
hiperboliqkom kru�nom pramenu K je negativna, na osnovu qega zak	uqujemo
da se krugovi pramena K′ seku u dvema razliqitim taqkama.
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Slika 3.2: Upravni pramenovi krugova

Sredixta krugova hiperboliqkog kru�nog pramena K′ pripadaju delu ose na
�emu upravnog eliptiqkog pramena K razliqitom od segmenta odre�enog taqka-
ma O i P , pri qemu ove dve taqke predstav	aju preseqne taqke krugova koji
pripadaju kru�nom pramenu K. Stoga, uvedimo pojam graniqnih taqaka hiper-
boliqkog pramena krugova.

Definicija 3.0.3. Graniqnim taqkama1 hiperboliqkog pramena krugova K′

nazivamo preseqne taqke krugova koji pripadaju na �emu upravnom eliptiqkom
kru�nom pramenu K.

Teorema 3.2. Neka su O i P graniqne taqke hiperboliqkog kru�nog pra-

mena K′. Tada taqka O predstav	a sliku taqke P pri refleksiji u odnosu na

proizvo	an krug pramena K′.

Dokaz: Proizvo	an krug k′ hiperboliqkog kru�nog pramena K′ je upravan na
svakom krugu eliptiqkog pramena krugova K qiji se krugovi seku u taqkama O
i P . Kako postoje dva razliqita kruga eliptiqkog pramena K upravna na krugu
k′ koji sadr�e taqku O, to na osnovu inverzivne definicije inverzije zak	uqu-
jemo da upravo taqka P predstav	a sliku taqke O pri refleksiji u odnosu na
proizvo	an krug hiperboliqkog pramena K′, xto je trebalo dokazati.�

Napomena: Postoji jedinstven par taqaka koje su me�usobno inverzne u odnosu
na svaki krug hiperboliqkog pramena K′.

1engl. limiting points
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Naime, ukoliko bi postojao jox jedan par taqaka L i L′ sa istom osobinom,
proizvo	an krug l koji bi sadr�ao te taqke bi bio upravan na svakom krugu
pramena K′, te bi pripadao eliptiqkom pramenu K upravnom na pramenu K′.
Kako krug l seqe pravu koja sadr�i sredixta krugova pramena K′ u taqkama L i
L′, odnosno u taqkamaO i P , jasno je da ovi parovi taqaka moraju koincidirati,
te postoji jedinstven par taqaka koje su me�usobno inverzne u odnosu na svaki
krug hiperboliqkog pramena K′.

Teorema 3.3. Postoji inverzija koja dva razliqita kruga hiperboliqkog pra-

mena preslikava na dva koncentriqna kruga.

Dokaz: Neka su k1 i k2 dva razliqita kruga hiperboliqkog pramena K′. Poka-
�imo da se krugovi k1 i k2 pri refleksiji u odnosu na krug proizvo	nog
radijusa sa sredixtem u taqki O, jednoj od graniqnih taqaka pramena K′,
preslikavaju na dva koncentriqna kruga.

Slika 3.3

Krugovi eliptiqkog pramena K upravnog na pramenu K′ se pri posmatranoj
inverziji preslikavaju na prave koje sadr�e taqku P ′, sliku taqke P pri po-
smatranoj refleksiji u odnosu na krug sa sredixtem u taqki O.

Kako je svaki krug pramena K upravan na svakom krugu pramena K′, to �e slike
krugova pramena K pri posmatranoj inverziji biti upravne na krugovima k′1
i k′2, redom, slikama krugova k1 i k2 pri refleksiji u odnosu na krug sa sre-
dixtem u taqki O.
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Stoga, zak	uqujemo da zajedniqko sredixte krugova k′1 i k
′
2 odgovara preseku

pravih koje predstav	aju slike krugova eliptiqkog pramena K pri posmatra-
noj inverziji, odnosno taqki P ′, te su ovi krugovi koncentriqni, qime smo
dokazali da postoji inverzija koja preslikava dva kruga hiperboliqkog pra-

mena na dva koncentriqna kruga. �

Napomena: Refleksiju u odnosu na krug sa sredixtem u taqki O mo�emo
predstaviti kao kompoziciju refleksije u odnosu na krug proizvo	nog radi-
jusa sa sredixtem istoj taqki i odgovaraju�e homotetije, na osnovu qega za-
k	uqujemo da je odnos polupreqnika koncentriqnih krugova koji predstav	aju
slike krugova k1 i k2 pri inverziji u odnosu na krug sa sredixtem u taqki O
konstantan.

Tako�e, za sredixte inverzije koja preslikava dva razliqita kruga hiper-
boliqkog pramena na dva koncentriqna kruga mo�emo uzeti i taqku P . U
tom sluqaju se krugovi k1 i k2 preslikavaju na koncentriqne krugove qiji je
odnos polupreqnika reciproqan odnosu polupreqnika koncentriqnih krugova
koji predstav	aju slike krugova k1 i k2 pri refleksiji u odnosu na krug sa
sredixtem u taqki O.

Koriste�i qi�enicu da se dva razliqita disjunktna kruga inverzijom mogu
preslikati na dva koncentriqna kruga, na kraju ovog poglav	a dajemo elegan-
tan dokaz Xtajnerovog porizma.

Teorema 3.4. (Xtajnerov porizam2) Neka je l krug u unutrax�osti kruga m,
takav da postoji niz krugova b1, b2,..., bn koji dodiruju krugove l i m, pri qemu
se svaka dva susedna kruga u tom nizu, uk	uquju�i b1 i bn dodiruju. Neka je c1
proizvo	ni krug koji dodiruje krugove m i l, i c2,..., cn krugovi od kojih svaki

dodiruje krugove m, l i prethodni u nizu. Tada krug cn dodiruje krug c1.

Dokaz: Neka je ψ inverzija koja preslikava disjunktne krugove m i l na dva
koncentriqna kruga m′ i l′ (sluqaj kada su krugovi m i l koncentriqni je tri-
vijalan). Da	e, neka je F ′ slika lanca krugova F pri inverziji ψ, pri qemu
F predstav	a lanac krugova b1, b2,..., bn.

Kako je preqnik svakog kruga lanca F ′ jednak razlici polupreqnika krugovam′

i l′, to su krugovi b′1, b
′
2,..., b

′
n me�usobno kongruentni, pri qemu svaki dodiruje

prethodni u nizu (slika 3.4).

2Porizam je matematiqki problem konstruktivne prirode za koji ili ne postoji rexe�e,

ili ih postoji beskonaqno mnogo.
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Slika 3.4

Krug c′1 je kongruentan krugovima lanca F ′, pri qemu ovaj krug predstav	a
sliku kruga c1 pri inverziji ψ. Posmatrajmo G ′, lanac krugova dobijen rotaci-
jom lanca F ′ oko zajedniqkog sredixta krugova m′ i l′ takav da se krug b′1 po-
klapa sa krugom c′1. Kako je prvi u nizu krugova lanca G ′ upravo krug c′1, to
krugovi c1, c2,..., cn pripadaju lancu G, pri qemu ovaj lanac predstav	a sliku
lanca G ′ pri inverziji ψ. Krug c′1 dodiruje krug c′n, stoga je jasno da se �ihove
odgovaraju�e slike pri inverziji ψ, krugovi c1 i cn dodiruju, xto je trebalo
dokazati. �

Napomena: Prethodno dokazana teorema predstav	a savrxen primer porizma.
Naime, egzistencija jednog lanca F obezbe�uje egzistenciju beskonaqno mnogo
lanaca G (generisanih proizvo	nim izborom kruga c1).

Ipak, implikativni oblik iskaza teoreme qini ga taqnim i u sluqaju da ni
jedan lanac krugova F uopxte ne postoji!
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Konstrukcije inverzivnih

krugova

Definicija 4.0.1. Krug ω u odnosu na koji se krug k refleksijom preslikava
na krug l nazivamo inverzivnim krugom1 krugova k i l.

Kru�ni pramen K odre�en krugovima k i l mo�emo inverzivno opisati kao
pramen krugova koji sadr�i krugove upravne na krugovima µ i λ, pri qemu je
svaki od ovih krugova upravan na krugovima k i l.

Poka�imo da krug l, slika kruga k pri refleksiji u odnosu na krug ω, pripada
kru�nom pramenu kω2.

Naime, kako se krugovi µ i λ, redom, upravni na krugovima ω i k pri inverziji
u odnosu na krug ω preslikavaju sami na sebe, to �e svaki od �ih biti upra-
van na krugu l. Stoga, na osnovu inverzivne definicije kru�nih pramenova
zak	uqujemo da krug l pripada kru�nom pramenu kω.

Posledica: Krug ω, inverzivni krug krugova k i l, pripada kru�nom pra-
menu kl.

Napomena: Prave µ i λ, krugovi beskonaqnog radijusa upravni na koncen-
triqnim krugovima k i ω qija preseqna taqka P razliqita od idealne taqke
u beskonaqnosti odgovara sredixtu krugova k i ω, se pri refleksiji u odnosu
na krug ω preslikavaju na sebe, na osnovu qega zak	uqujemo da sredixte kruga
l odgovara taqki P , zajedniqkom sredixtu krugova k i ω.

1engl. mid-circle
2U nastavku rada �emo radi jednostavnijeg zapisa za kru�ni pramen odre�en krugovima

k i l koristiti oznaku kl.

15
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U nastavku poglav	a �emo se baviti konstrukcijama inverzivnih krugova kru-
gova k i l.

Posmatrajmo prvo sluqaj kada krugovi k i l odre�uju eliptiqki kru�ni pra-

men kl (slika 4.1.1).

Slika 4.1.1 Slika 4.1.2

Refleksijom u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki K,
jednoj od preseqnih taqaka ovih dvaju krugova, krugovi k i l se, redom, pre-
slikavaju na dve prave, k′ i l′ (slika 4.1.2).

Poka�imo da slike bisektrisa uglova koje odre�uju prave k′ i l′ pri refle-
ksiji u odnosu na isti krug sa sredixtem u taqki K predstav	aju inverzivne
krugove krugova k i l.

Naime, kako se prava k′ refleksijama u odnosu na prave s′1 i s
′
2 preslikava na

pravu l′, to krug l predstav	a sliku kruga k pri refleksijama u odnosu na
krugove s1 i s2, te upravo ovi me�usobno upravni krugovi eliptiqkog pramena
kl predstav	aju inverzivne krugove krugova k i l.

Napomena: Primetimo da se svaka od pravih s′1 i s
′
2 preslikava na krug pri

refleksiji u odnosu na krug sa sredixtem u taqki K ako ova taqka ne pripada
ni jednoj od bisektrisa uglova odre�enih pravama k′ i l′. U suprotnom se jedna
od pravih s′1 i s′2 pri posmatranoj inverziji preslikava na sebe, te kako je
jedan od inverzivnih krugova krugova k i l radikalna osa eliptiqkog pramena
kl, zak	uqujemo da su ovi krugovi kongruentni.

Konstrukcija inverzivnih krugova krugova k i l je sada trivijalna.

Naime, ako krugovi k i l nisu kongruentni, sredixta odgovaraju�ih inverzivnih
krugova ovih dvaju krugova nalazimo u presecima medijatrise segmenta odre�enog
taqkama K i L i bisektrisa uglova izme�u krugova k i l.
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U suprotnom, jedan od inverzivnih krugova krugova k i l je upravo osa eli-
ptiqkog pramena kl, dok je drugi krug nad preqnikom KL.

Konstrukcija inverzivnog kruga dvaju koncentriqnih krugova k i l je trivi-
jalna.
Naime, jasno je da krug ω, polupreqnika jednakog geometrijskoj sredini polupre-
qnika krugova k i l qije sredixte koincidira sredixtu ovih krugova, pred-
stav	a jedinstven inverzivni krug krugova k i l.

Posmatrajmo sada sluqaj kada krugovi k i l odre�uju hiperboliqki kru�ni

pramen kl (slika 4.2.1).

Slika 4.2.1 Slika 4.2.2

Refleksija u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki O,
jednoj od graniqnih taqaka hiperboliqkog kru�nog pramena kl, preslikava
krugove k i l na dva koncentriqna kruga k′ i l′ (slika 4.2.2).

Poka�imo da slika kruga ω′, koji predstav	a inverzivni krug krugova k′ i l′,
pri posmatranoj refleksiji u odnosu na krug sa sredixtem u taqki O pred-
stav	a inverzivni krug krugova k i l.

Naime, kako se krug k′ refleksijom u odnosu na krug ω′ preslikava na krug l′,
krug l predstav	a sliku kruga k pri refleksiji u odnosu na krug ω, te ovaj
krug hiperboliqkog pramena krugova kl predstav	a jedinstven inverzivni

krug krugova k i l.

Napomena: Primetimo da je slika kruga ω′ pri refleksiji u odnosu na krug
sa sredixtem u taqki O krug, ako ova taqka ne pripada krugu ω′. U supro-
tnom se krug ω′ pri posmatranoj inverziji preslikava na pravu, te kako je
inverzivni krug krugova k i l radikalna osa hiperboliqkog pramena kl, za-
k	uqujemo da su ovi krugovi kongruentni.
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Pre�imo na konstrukciju inverzivnog kruga krugova k i l.

Neka su K i K ′, odnosno L i L′, redom, preseqne taqke krugova k i l sa pravom
koja sadr�i sredixta ovih krugova, takve da par taqaka KL′ razdvaja3 par
taqaka LK ′.

Poka�imo da krug ω nad preqnikom OP predstav	a inverzivni krug krugova
k i l, pri qemu O i P predstav	aju graniqne taqke hiperboliqkog pramena
krugova µλ, gde su µ i λ, redom, krugovi nad preqnicima KL, odnosno K ′L′

(slike 4.3 i 4.4).

Slika 4.3

Krug ω pripada eliptiqkom kru�nom pramenu upravnom na hiperboliqkom
pramenu krugova µλ, stoga je ovaj krug upravan na svakom krugu pramena µλ,
samim tim i na krugovima µ i λ.

Kako se taqka K refleksijom u odnosu na krug ω preslikava u taqku L, dok je
slika taqke K ′ pri inveriziji u odnosu na krug ω taqka L′, jasno je da se krug k
refleksijom u odnosu na krug ω preslikava na krug l, te krug ω hiperboliqkog
pramena kl predstav	a jedinstven inverzivni krug krugova k i l.

3Za par taqaka KL′ ka�emo da razdvaja par taqaka LK ′ ako su taqke K, L, K ′ i L′

kolinearne ili pripadaju istom krugu, pri qemu se na segmentu odre�enom taqkama K i L′,

odnosno na kru�nom luku koji odre�uju ove taqke, nalazi taqno jedna od taqaka K ′ i L.
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Slika 4.4

Posmatrajmo preostali sluqaj, sluqaj kada krugovi k i l odre�uju paraboliqki
pramen krugova.

Refleksija u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u dodirnoj
taqki krugova k i l preslikava ove krugove, redom, na dve paralelne prave, k′

i l′. Kako postoji jedinstvena prava s′ u odnosu na koju se refleksijom prava
k′ preslikava na pravu l′, to postoji jedinstven inverzivni krug krugova k i l
qija je konstrukcija sliqna konstrukciji prikazanoj u prethodnom sluqaju.
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Primene inverzivnih krugova

Definicija 5.0.1. Za parove taqaka LL′ iMM ′ ka�emo da su ortocikliqni
ako postoji krug koji sadr�i taqke L i L′, pri qemu se taqka M u odnosu na
taj krug inverzijom preslikava u taqku M ′.

Pokazuje se da je relacija izme�u ortocikliqnih parova taqaka LL′ i MM ′

simetriqna.

Naime, ako postoji krug λ koji sadr�i taqke L i L′ u odnosu na koji se taqka
M inverzijom preslikava u taqku M ′, tada postoji krug µ koji sadr�i taqke
M i M ′ takav da je taqka L′ slika taqke L pri inverziji u odnosu na krug µ.

Posmatrajmo prvo sluqaj kada taqke L, L′, M i M ′ pripadaju krugu ω (slika
5.1.1). Neka je µ krug koji sadr�i taqke M i M ′ upravan na krugu ω.

Poka�imo da je upravo µ krug u odnosu na koji se inverzijom taqka L pre-
slikava u taqku L′. Kako krug µ sadr�i taqke M i M ′ koje se inverzijom u
odnosu na krug λ preslikavaju jedna u drugu, to je krug µ upravan na krugu λ.
Krug µ je upravan na krugovima λ i ω, stoga se, na osnovu inverzivne definicije
inverzije, preseci krugova λ i ω inverzijom u odnosu na krug µ preslikavaju
jedan u drugi.

Kako su upravo taqke L i L′ preseci krugova λ i ω, to se pri refleksiji u
odnosu na krug µ taqka L preslikava u taqku L′, te je µ tra�eni krug.

21
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Slika 5.1.1 Slika 5.1.2

Posmatrajmo sada sluqaj kada taqke L, L′, M i M ′ ne pripadaju istom krugu
(slika 5.1.2). Neka su k i l, redom, opisani krugovi oko trouglova MLM ′ i
ML′M ′.

Poka�imo da je upravo jedan od inverzivnih krugova krugova k i l krug u
odnosu na koji se inverzijom taqka L preslikava u taqku L′.

Kako krugovi k i l sadr�e taqke M i M ′ koje se inverzijom u odnosu na krug
λ preslikavaju jedna u drugu, to je svaki od ovih krugova upravan na krugu λ.
Krug λ je upravan na svakom krugu eliptiqkog pramena kl, stoga je taj krug
upravan i na krugovima µ i µ′, inverzivnim krugovima krugova k i l. Slika
kruga λ pri inverziji u odnosu na svaki od krugova µ i µ′ je sam taj krug, te se
preseci krugova λ i k svakom od prethodno navedenih inverzija preslikavaju
u preseke krugova λ i l. Kako taqka L predstav	a jednu od preseqnih taqaka
krugova λ i k, to �e oqigledno slika ove taqke pri inverziji u odnosu na jedan
od krugova µ i µ′ biti upravo taqka L′.

Dakle, ako se taqka L inverzijom u odnosu na krug µ preslikava u taqku L′,
krug µ je tra�eni krug, u suprotnom, tra�eni krug je krug µ′.

Napomena: Dokaz tvr�e�a u sluqaju kada taqke L, L′,M iM ′ pripadaju jednoj
pravoj je trivijalan. Naime, krug µ nad preqnikom MM ′ je krug u odnosu na
koji se inverzijom taqka L preslikava u taqku L′.

Sluqaj u kome postoji trojka kolinearnih taqaka, pri qemu ne pripadaju sve
qetiri taqke istoj pravoj, mo�e se dokazati na isti naqin kao sluqaj kada taqke
M , M ′, L i L′ ne pripadaju istom krugu, pri qemu nikoje tri nisu kolinearne.
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Lema 5.1. Bilo koje qetiri taqke koje pripadaju istom krugu mogu se inver-

tovati u temena pravougaonika.

Dokaz: Neka su K, L, M i N qetiri taqke koje pripadaju krugu ω. Poka�imo
da se refleksijom u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki
O, jednoj od preseqnih taqaka krugova k i l, taqke K, L, M i N preslikavaju
u temena pravougaonika, pri qemu krugovi k i l predstav	aju krugove upravne
na krugu ω, koji, redom, sadr�e parove taqaka K i M , odnosno N i L (slika
5.2.1).

Slika 5.2.1 Slika 5.2.2

Kako krugovi k i l sadr�e sredixte posmatrane inverzije, to �e k′ i l′, �ihove
slike pri toj inverziji, biti prave upravne na krugu ω′, pri qemu je ω′ slika
kruga ω pri posmatranoj refleksiji u odnosu na krug sa sredixtem u taqki O.
Sada se lako pokazuje da taqke K ′, L′, M ′ i N ′, slike taqaka K, L, M i N pri
posmatranoj inverziji predstav	aju temena pravougaonika (slika 5.2.2).

Naime, kako su prave k′ i l′ upravne na krugu ω′, to je presek ovih dveju
pravih sredixte kruga ω′, te svaki od segmenata qije su kraj�e taqke K ′ i
M ′, odnosno N ′ i L′ predstav	a preqnik kruga ω′, na osnovu qega zak	uqujemo
da je K ′L′M ′N ′ pravougaonik, qime smo dokazali da postoji inverzija koja qe-
tiri koncikliqne taqke preslikava u temena pravougaonika. �

Napomena: Za sredixte inverzije kojom se qetiri taqke koje pripadaju istom
krugu preslikavaju u temena pravougaonika mo�emo uzeti i taqku O′, pri qemu
u ovom sluqaju slika taqke O pri refleksiji u odnosu na krug proizvo	nog
radijusa sa sredixtem u taqki O′ predstav	a presek dveju pravih k′ i l′,
odnosno sredixte kruga ω′.
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Teorema 5.1. Bilo koje qetiri taqke K, L, M i N mogu se invertovati u

temena paralelograma K ′L′M ′N ′.

Dokaz: Posmatrajmo prvo sluqaj kada taqke K, L, M i N pripadaju krugu ω.
U sluqaju kada par taqaka KM razdvaja par taqaka LN , na osnovu prethodno
dokazane leme, postoji inverzija koja preslikava taqke K, L, M i N u temena
pravougaonika K ′L′M ′N ′.

Slika 5.3.1 Slika 5.3.2

Posmatrajmo sada sluqaj kada taqke K, L, M i N pripadaju istom krugu, pri
qemu par taqaka KM ne razdvaja par taqaka LN (slika 5.3.1). Neka su k i l
krugovi upravni na krugu ω koji sadr�e parove taqaka K i M , odnosno L i N .
Kako je krug ω upravan na krugovima k i l hiperboliqkog pramena krugova kl,
to graniqne taqke ovog hiperboliqkog pramena koincidiraju presecima kruga
ω i prave koja sadr�i sredixta krugova k i l.

Inverzija sa sredixtem u jednoj od graniqnih taqaka pramena krugova kl pre-
slikava krugove k i l na dva koncentriqna kruga k′ i l′, pri qemu je ω′, slika
kruga ω pri istoj inverziji, prava. Slike taqakaK,M , L i N pri posmatranoj
inverziji su kolinearne taqke koje koincidiraju presecima krugova k′ i l′ sa
pravom ω′ (slika 5.3.2).

Jasno je da taqke K ′, L′, M ′ i N ′ predstav	aju temena degenerisanog1 parale-
lograma, te i u ovom sluqaju postoji inverzija koja preslikava qetiri taqke u
temena degenerisanog paralelograma.

1Pod pojmom degenerisanog paralelograma podrazumevamo qetvorougao K ′L′M ′N ′ qija su

temena kolinearne taqke, pri qemu va�i K ′L′ =M ′N ′ i L′M ′ = K ′N ′.
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Ostaje nam da razmotrimo sluqaj kada taqke K, L, M i N ne pripadaju istom
krugu (slika 5.4). Neka su n i l, redom, krugovi opisani oko trouglova KNM
i KLM . Da	e, neka je krug µ inverzivni krug krugova n i l takav da se taqke
L i N nalaze sa razliqitih strana tog kruga.

Poka�imo da inverzija u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem
u jednoj od preseqnih taqaka kruga µ sa krugom s, inverzivnim krugom krugova
k i m, preslikava taqke K, L, M i N u temena paralelograma, pri qemu su
krugovi k i m upravni na eliptiqkom pramenu krugova nl, takvi da krug k
sadr�i taqku N , dok krug m sadr�i taqku L.

Slika 5.4

Kako krug s pripada hiperboliqkom pramenu krugova km, to je on upravan na
svakom krugu eliptiqkog pramena krugova nl, samim tim i na krugu µ. Posma-
trana refleksija u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki
O, jednoj od preseqnih taqaka krugova s i µ, preslikava krugove s i µ na dve
me�usobno upravne prave. Kako se krug m refleksijom u odnosu na krug s pre-
slikava na krug k, to slika kruga m pri posmatranoj inverziji sa sredixtem
u taqki O predstav	a sliku kruga k′ pri refleksiji u odnosu na pravu s′, gde
su k′ i s′ odgovaraju�e slike krugova k i s pri posmatranoj inverziji (slika
5.5).
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Slika 5.5

Stoga, zak	uqujemo da su krugovi k′ i m′ kongruentni, pri qemu je svaki od
�ih upravan na pravoj µ′. Sliqno, krugovi n′ i l′, slike krugova n i l pri
posmatranoj inverziji su kongruentni krugovi, upravni na pravoj s′. Sada
se lako pokazuje da se dijagonale qetvorougla K ′L′M ′N ′ polove, te je on pa-
ralelogram. Stoga, postoji inverzija koja qetiri proizvo	ne taqke invertuje
u temena paralelograma, qime je tvr�e�e dokazano. �

Napomena: U dokazu prethodne teoreme razmatrani su sluqajevi u kojima
nikoje tri taqke nisu kolinearne.

Ideja koja se koristi pri dokazu tvr�e�a u sluqaju kada taqke K, L, M i N
pripadaju jednoj pravoj je sliqna ideji koju smo koristili pri dokazu tvr�e�a
da se qetiri taqke koje pripadaju jednom krugu mogu invertovati u temena pa-
ralelograma.

Sluqaj u kome postoji trojka kolinearnih taqaka, pri qemu ne pripadaju sve
qetiri taqke istoj pravoj, mo�e se dokazati na isti naqin kao sluqaj kada
taqke K, L, M i N ne pripadaju istom krugu, pri qemu ne postoji trojka ko-
linearnih taqaka.
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Poka�imo sada da postoji inverzija koja preslikava qetiri taqke koje ne

pripadaju istom krugu u temena trougla i �egov ortocentar.

Neka su K, L, M i N qetiri taqke koje ne pripadaju istom krugu. Kru-
govi opisani oko trouglova KLM , KNM i KNL se inverzijom ψ u odnosu
na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki K, redom, preslikavaju
na prave odre�ene parovima taqaka L′M ′, N ′M ′, odnosno N ′L′, dok se �ihovi
odgovaraju�i inverzivni krugovi preslikavaju na bisektrise uglova trougla
M ′L′N ′ (slika 5.6.2).

Slika 5.6.1 Slika 5.6.2

Bisektrise spo	ax�ih, odnosno unutrax�ih uglova trougla M ′L′N ′ se osim
u temenima ovog trougla i taqki S ′, sredixtu upisane kru�nice istog, seku
u taqkama koje predstav	aju sredixta spo	a pripisanih kru�nica trougla
M ′N ′L′.

Poka�imo da inverzija u odnosu na krug proizvo	nog radijusa sa sredixtem u
taqki S 2 (slika 5.6.1) preslikava taqke L,M , N i K , redom, u temena trougla
i �egov ortocentar.

2Taqka S predstav	a sliku taqke S′, sredixta upisane kru�nice trougla M ′L′N ′, pri

inverziji ψ.
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Kako krugovi k12, k23 i k13 sadr�e sredixte posmatrane inverzije (slika 5.6.1),
to su k′′12, k

′′
23 i k

′′
13, �ihove odgovaraju�e slike pri refleksiji u odnosu na krug

proizvo	nog radijusa sa sredixtem u taqki S prave.

Jasno je da krugovi k′′1 , k
′′
2 i k

′′
3 , redom, slike krugova k1, k2 i k3 pri posmatranoj

inverziji predstav	aju kongruentne krugove koji sadr�e taqku K ′′.

Naime, kako se krug k1 refleksijom u odnosu na krug k12 preslikava na krug
k2, to krug k′′1 predstav	a sliku kruga k′′2 pri refleksiji u odnosu na pravu
k′′12, stoga zak	uqujemo da su krugovi k′′1 i k′′2 kongruentni. Sliqno, krug k′′3 je
kongruentan krugovima k′′1 i k′′2 .

Sada se lako pokazuje da su prave k′′12, k
′′
23 i k′′13, redom, upravne na pravama

odre�enim parovima taqaka M ′′N ′′, N ′′L′′, odnosno M ′′L′′, pri qemu taqke M ′′,
L′′ i N ′′ predstav	aju druge preseke triju kongruentnih krugova k′′1 , k

′′
2 i k

′′
3 , na

osnovu qega zak	uqujemo da je taqka K ′′ ortocentar trougla M ′′L′′N ′′.

Stoga, postoji inverzija koja preslikava qetiri taqke koje ne pripadaju istom
krugu u temena trougla i ortocentar istog, xto je trebalo pokazati.

Slika 5.7

Napomena: Za sredixte inverzije koja preslikava taqkeM , L, N i K, redom,
u temena trougla i �egov ortocentar smo mogli uzeti i neku od taqaka koje
predstav	aju slike sredixta spo	a pripisanih kru�nica trouglaM ′N ′L′ pri
inverziji ψ.
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Trojku me�usobno disjunktnih krugova nazivamo Apolonijevom trojkom kru-

gova ako polo�aj tih triju disjunktnih krugova odgovara jednom od polo�aja
krugova na slici 5.8.

Slika 5.8

Slede�e tvr�e�e navodimo bez dokaza.

Teorema 5.2. Postoji inverzija koja preslikava krugove Apolonijeve trojke
na tri me�usobno kongruentna ili homotetiqna kruga [6, str. 11–13].

Koriste�i zak	uqak prethodne teoreme, doka�imo slede�e tvr�e�e:

Teorema 5.3. Inverzivni krugovi triju krugova Apolonijeve trojke pripadaju

istom kru�nom pramenu.

Dokaz: Posmatrajmo prvo sluqaj kada inverzija ψ preslikava krugoveApoloni-
jeve trojke na tri kongruentna kruga.
Kako inverzivni krugovi triju kongruentnih krugova predstav	aju �ihove
radikalne ose, jasno je da tvr�e�e va�i u ovom sluqaju.
Naime, radikalne ose triju kongruentnih krugova su ili konkurentne (slika
5.9.1), ili paralelne (slika 5.9.2), stoga zak	uqujemo da krugovi koji pred-
stav	aju slike ovih pravih pri inverziji ψ{inverzivni krugovi krugova po-
smatrane Apolonijeve trojke{pripadaju eliptiqkom, odnosno paraboliqkom
pramenu krugova.
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Slika 5.9.1 Slika 5.9.2

Posmatrajmo sada sluqaj kada se krugovi Apolonijeve trojke inverzijom ψ
preslikavaju na tri homotetiqna kruga.

Inverzivni krugovi triju homotetiqnih krugova su koncentriqni krugovi sa
sredixtem u preseqnoj taqki pravih koje predstav	aju spo	ax�e zajedniqke
tangente tih krugova (slika 5.10).

Slika 5.10

Stoga, krugovi koji predstav	aju slike inverzivnih krugova triju homoteti-
qnih krugova pri inverziji ψ pripadaju hiperboliqkom pramenu krugova, xto
je trebalo dokazati. �



6

Zak	uqak

Koncept ovog rada je zamix	en tako da 	ubite	ima matematike, posebno ge-
ometrije, pribli�i segment inverzivne geometrije u qijem sredixtu se nalaze
inverzivni krugovi.
Uprkos qi�enici da se segment inverzivne geometrije predstav	en u ovom radu
ne obra�uje na sred�oxkolskom nivou, usvajaju�i qi�enicu da se refleksija
u odnosu na krug pri inverziji u odnosu na proizvo	an krug transformixe u
refleksiju u odnosu na krug ili u refleksiju u odnosu na pravu, kao i pojam
kru�nih pramenova, sred�oxkolac koji se u prethodnom periodu svog xkolo-
va�a susreo sa inverzijom mo�e bez ikakvih potexko�a razumeti ideje koje se
koriste pri konstrukcijama inverzivnih krugova, kao i u�ivati u �ihovim
neverovatnim primenama predstav	enim na samom kraju rada, xto nam je i
bio ci	.

Neizmernu zahvalnost dugujem svom mentoru, profesoru Vojislavu Panti�u, na
ogromnoj posve�enosti i podrxci tokom izrade samog rada, kao i na neverova-
tnom entuzijazmu kojim je nesum�ivo obele�io svako predava�e iz Geometrije,
uverivxi me da je lepota kada oko iznova otkrije ono xto um ve� po sebi zna.
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